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統計力学 と熱力学を結ぷ重要 な関数で ある分配関数の温度の逆ペキによる級
数展開 を用いた高温級数展開法は、1936年にKrarners[1】によって初めて用い
られた方法である。この方法は翌年・opechowski[2]によってスピン112量子ハ
イゼ ンベル ク強磁性スビン系に対 して はじめて適用 された。その後、彼の結果 に
は一部誤 りがあることが、Zehler【31によって発見されて、正 された。この方法
はBrown達【4】によって一般 のスピンSへ の応用がなされ、更にRushbrooke
とWo。d【5】によってよ り高次の項 まで求め られ、Br。w皿達 の第5項 の結果の誤
りが訂正され、方法 として もより系統的なや り方 に修正 された。また、彼 らとは
独立にDombとSykes達【6】もスピン1!2の系を取 り扱 った。ハ イゼンベルク
模型 に対す る高温級数展開法には次の3つ のアブローチがある 【7】。つま り、モー
メン ト法、キ ミーラン ト法 および有限 クラスター法である。モーメン ト法 はいま
紹介 したKramersやOpechowski達によって初めて用いら松 後rCRushbrooke
とWood[5]によって修正 されたものである。キミュラント法はスビン112イジ
ング模型 に対 してBrout【8】によって最初 に導入 され・後でRushbrooke【91に
よって非可換演算子 に対 して も適用で きるように修正 された。有限 クラスター
法 はDomb【101によってキュムラント法のす ぐ後 を追 うようにして公表 された。




任意のスピンSに 対 して一般化され たハ イゼ ンベル ク模型のハ ミルFニ ア
ンは
π ニ ー2JΣS・ ・SゴーgHΣsi(1・1・1)
〈`,'〉`
で与 え られ る。 ただ し、Sは ス ピ ン演 算子、Jは 結合 定数 、 Σ<ii>は最 近 接 サ
イ ト ぎお よび ゴにつ いて の和 を表 す。モ ー メ ン ト展 開 は べ キ級数 として の指数
関数exp(一βH)を β で形 式 的 に展 開 す る もので あ る。 つ ま り、
exp(一βチの=1一 β7t+(112!)(βrκ)2-+…(1・1・2)
で あ る。 た だ し、 β=11kBT・kBはBQItzman皿定数 で あ る。分 配 関数zは
Z=Tr{exp(一βH)}
で与 え られ る。(1.1.2)式を(1.1.3)式に代 入 すれ ば、
z=Tr(1)[1一β<H>+(112!)β2〈H2>一+… 】





を表 す。 こ こに、Tr(1)はそ の系 にお け る状 態 の総数 で あ る。ス ピ ンSに 対 して
はTT(1)=(2S+1)Nとな る。 ただ し、Nは 格 子 サイ トの個 数で あ る。(1.1.4)
式 の β の ベ キ係 数 はハ ミル トニア ンに対 す るモ ー メ ン トbn=<Ha>に 比例 し
て い る。 ところで分 配 関数Zの 対 数 は、(1.1.4)式に よ り
lnz=lnTr(1)+】皿[1一β<H>+(112!)β2<π2>一+…](1.1.6)
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で与 えられ る。 これを 　
1・Z=Σ 農 βB(1・L7)
n=O
とお く。 と こにCpは キュ ム ラ ンFと 呼 ばれて い る展 開係数 で あ る。(1.1.6)式
の右辺 の第2項 にln(1+X)=X-}X2+去X3-+… な る級 数展 開 を用 い、 β
のべ キで 整 理 し、(1.1.7)式の 右辺 と比 較す る と、 モ ー メ ン トbnを 用 いて キ ュ





各bn(≡<Hn>)はNに 比例す る項 の外 に1V2,N3,…,N"に比例 す る項 を持 っ
て い るが、Cnは 自由エ ネル ギ ー-F=-kBTInZと 結 びつ いて い るので、 その
示 量性 に よ りNに 比例 す る項 しか含 ま な い。 実際 に(1.1.8)式の右辺 を求 めて
み る と ヱV2以上 の項 は相 殺 して、 ヱVに比 例 す る項 しか残 らない こ とが 分 か る。
したが って、 各bnか ら ヱVに比例 す る部 分 のみ を拾 い出せば よい。ハ ミル トニ ァ
ン(1.1.1)にお いて零 磁場 の場 合 の み を考 え る こ とにす る。P=Σ<`かS`●Sj
とおいて、
b。=(-2」)n<pn>,<pn>=(2S+1)-NTT{pn}(1.1.9)
を計算す る。スピン演算子の積pnに おける任意の項 は格子上のサイ トの最近接
対 を結ぶn本 の線 の集合 によって表 され ることができる。 したがって<pn>
を評価す るには次の3つ の手続 きを行 うことが必要である 【111。
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(a)n本の線 からなるすべての取 り得 るダイアグラムを数 え上 げ ること。
(b)各ダイアグラムに対応す るスビン変数Sの 積 の ト1■・一スを計算す ること。
(c)各ダイアグラムが1V個 の相異なるサイ トを もつ格子上で生起で きる回
数 を算定す ること。
この中手続 き(b)が最 も面倒であ る。以上の ような手順 によって(1.1.6)式
を評価すれば、任意の熱力学的諸量の%個 の項 についての情報が得 られ る。高
温展 開の利点は、転移温度やcriticalexponentsなどのかな り正確 な値が得 られ
ることである[7,12-14】。転移温度 を推定するために、opechowskiは11x(o)が
0となる値 を求めた。この方法は収束性が悪 いので余 り有効でない。次にratio
methodが用 いられ るようになった。 この方法は係数 が滑 らかな振 る舞いをす
るときのみ有効であ る。係数が不 規則 に変わ るよ うな場合 にも有効な手段 とし
て、pad6近似 を用 いる方法がBaker【15】によって導入 された。ハ イゼ ンペル
ク模型 における高温展開法で は、多 いもので初 めの20数 項 まで の展開係数の厳
密値が評価 されていて、高温領域においては厳密値に匹敵す る結果を得て いると
いえる。この展開係数 の厳密値を得 るには一項上 げる毎にそれまで に行ってきた
労力 よ り更に多 くの ものを要求 され る[161。この ように、たゆまない努力 の結果
得 られた展開係数で はあるが、低温での熱力学 的諸量 を調ぺ るには項数が足 らな
いために不十分であ るようであ る。
一方・ スピン1/2量子XY強 磁性 ス ピン系 に対す る高温展開法 は、Betts
達 【171によって初めて用 いられ・f.c.c.およびb.c.c.格子に対 して比熱級数 の
展開係数 を11項 、f.c.c.,b.c.cおよびs.c.格子に対 して長距離秩序 におけるゆ
らぎに対す る級数の展開係数 を9項 計算 し、転移温度 とcriticaJexponentspt評
価 された。
Betts達による方法 【17,181の概略 を述ぺ よう。分配関数 の級数展開の第n
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項はn本 の矢印(以 後arrowと記す)の 集合 によって図式的に表せる格子サイ
トの 皿個 の有 向最近接対の選択 に対応 している。 これ らのarrOWはarrOWの出
現順序に従 う順序付 き有向線形グラフを形成す る。一般に、い くつかの順序付 き
有向線形 グラフにおいてその順序を無視す ると同一の有向グラフとな るものが
ある、そのグラフをshadowグラフという。また、 》・くつかのshadowグラフに
おいて最近接サイ ト対毎 にarrowを一つに束 ねる(ボ ンドとなる)と 同一の無
向グラフとなるものがある、 そのグラフをbareグラフという。演算子の交換関
係のため、分配関数に非零 の寄与 をす るものは次の2条 件 を満 たす順序付 きグ
ラフだけである。(a)bareグラフの各頂点(サ イ ト)においてはarrowのhead
とtailの数が同数であること。(b)各サイ トにお いて出矢や入矢毎 にarrOWの
headとtailb'交互 にな ること。ただし、arrowのや じりの付いて る方をhead




で 与 え られ る[17】。 ただ し、qは 格 子 の配位数 で あ り、K=J/kBTで あ る。9s,
はs個 の頂 点 を もつ第i番 目のbareグラフで あ り、g9)はg.iに対応 した第5番
目の等 価で ないshadowグラフで あ る。∬(g8,;L)はN個のサ イ トに よる格 子L
内で のbareグラフ9s,と同形 な部 分 グ ラフの数(格 子定数)で あ る。 ん(gl{))は
与 え られ たshadowグラフg9)に 等価 なshadowグラフの数(horizontalweight)
で あ る。v(σ98`))は与 え られ たshadowグラ フg冥)に 対 応 して、条 件(b)を 満 た
す順序 付 き有 向グ ラ フの数(verticalweight)であ る。 このverticalweightの評
価 が一 番 面倒 で あ る。 この外、 高温 展 開法 は、 イ ジ ング模 型 等 に対 して も多 く
の応用 が なされて い る。 この よ うに各 種模型 にお いて、一 般 の ス ピンSに 対 し、
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また各種格子 に対 して取 り扱われ た 【19】。
1.2高 温級数展開によるモンテカルロ法の概要
一方、ス ビン1!2量子ハイゼ ンベル ク強磁性系に対するモ ンテカル ロ法は、
1962年 に、Handscomb【20】によって、初 めて提案 された。 この方法は上で
述べた高温展開法にその基礎を置いている。 この方法 は・スピン112の時に有効
なDirac恒等式によ り、置換演算子を うまく利用 してお り、古典系に変換せず、
そのまま量子系 として扱ったもの としては最初 のものであ る。しかしなが らこの
方法はその後20年 近 く忘れ去 られていたが、Lyklema[21】によって、 サンプ
リングの手 法に改良を加 えられ実用的な もの となった。そのア ブローチ[21,22]
の概略は次の通 りである。
系のハ ミル トニア ンは(1.1.1)式で与 えられ る。 ここで はハ ミル トニアンが
置換演算子 を用 いて表す ことがで きるS=1!2の 揚合 に限 ることにす る。その
詳細については第2章 第2.2.1項を参照下 さい。いま、 ボ ンド番号bの ポン ド
によって結 ばれている最近接サイ ト%お よび ゐ にお けるスピン状 態を入れ換
える演算子 を 属 ≡④ ゴの で表す(演 算子 偶 ゴの は通常互換 と呼 ばれている)。
この時、分配関数は
z=Tr{・xp(-7t/k・T)}=邑～チ ΣT・ 臥 …Ebr・xp(-u。/kBT)}
r=OCr
(1・2.1)
た だ し、 Σ σ.は す ぺ て の取 り得 る列(b1,…,b,)につ いて の 和 を示 し、Tニ






と定義すれば、Z=Σ,Σ σ.π(0.)となる。演算子0の 期待値 は
・・〉=IITr{・・xp(-H/kBT)}=呂島li耳 離)≡St
で与え られ る。 ただ し、
(1.2・3)
Ω(ar)=辮≒……鍔 鴇 謡 娑(・ ・…)
と定義す る。 Ω は分布 π(0,)についての古典的な期待値を示す。 この期待値 を
評価す るには、すぺての取 り得 る列0,に 対す る演算子Eb、…Eb.に よって張
られ る空間におけるMarkov連鎖 を実現化す るモ ンテカル ロ法を構築 しな けれ
ばならない。その手続 きの概略 は次の通 りで ある。
(a)列に一つ の演算子 を追加(F)するかまたは削除(B)することを無作為
に決定す る。
(b)その列内の無作為 に選 ばれた箇所 に、(a)の決定 に従 って(F)のときに
は無作為 に新 しい演算子Eb,を一つ選びその箇所に挿入 し、(B)のときにはそ
の箇所 を削除す る準備を整 える。
(c)受容率を計算 し、現在のステップを受容す るか拒絶す るかを決定す る。




こ こに、 ノ(r)は長 さrの 列 に一 つ の置換 を追 加す る確率 で あ り、p(i)は置 換i
を選 ぶ確 率で あ る。 受容率 を
T(Cr・・)ニm・n(・・≒ 編1)π1鶴))(L2.・)
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に選べば このMark。v連鎖の定常分布が存在す る[23】。 推移確率の定め方 には
任意性があ り、まだ探求す る余地は残 されている。彼 はT=O近 傍の一次元量子
ハイゼ ンベルク強磁性体の研究 を行った 【24]。反強磁性体 に も適用を試みたが、
高温級数展開が交代級数 とな り、分布 関数 がかならず しも正 とはな らないので
うま くいかなかった 【22】。次 に、ChakravartyとStein【25】はXY模 型 に対す る
Betts達【17】の手法 を基にして・演算子 ん`」=σ'σ∫+σ「σノがス ピン状態に作
用す るとき、サイ ト`と サイ トゴのスピン状態が同 じであれば零 を与 え・異 な
るときはお互 いのス ピン状態 を入れ換 える効果を持つ ことを生 かした。モ ンテカ
ル ロ法 としては、Handscombの方法に準 じた もので あるが、偶数個の演算子 に
よってのみ閉 じたルー プをつ くるような格子系でのサ ンプリングに際 しては演算
子列か ら無作為に選 ばれた2箇 所に対 して同時に挿入または削除を行えば よい。
この方法 を一,二 および 三次元スビン112強磁性ハイゼ ンベル ク模型 と一次元
XY模 型に適用 され よい結果 を得 た。これによ り、異方的な模型にまで その適用
が広げ られ、更に一般化 された。続いて・Lee達【261により・Chakravarty達の
方法を基に して、スピン演算子の性質を うま く生か した変換 をし、エネルギーの
原点 も シフ トしたハ ミル トニア ンH=一 一JΣく`か(喝 一 ゐ`」)を用 いて、 分 配 関
数 のモーメント展開における負符号問題のかな りの部分 を解消 した。彼 らは、そ
の方法を用 いて一お よび二次元 スビン112量子ハイゼ ンベルク反強磁性系の研
究を行 った。特 に、(nonfrustrated)正方格子 および(frastrated)三角格子 に対
す る熱力学的諸量が計算され、低温で の系の格子依存性が定性的に調べ られ た。
Lee達の方法 は、ManousakisとSalvador[27]により、同 じく正方格子 に適用
されて、温度が下がるのにつれて反強磁性的秩序 に関す る相関距離が急成長す る
ことが示 された。
以上 のように、高温展開法 に基づ くモンテカル ロ法 は量子スピン系を研究
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す る際の強力 な手段であることが分かって きた。 しかしなが ら、Ha皿dsoombの
方法は、Metropohs達【28】によって最初 に開発 された(分 配関数を直接評価す
ることを回避す る)技法を用 いているので、 シ ミュレー トしたい特定の温度毎の
物理量 しか得 られ ない。転移点近傍の振 る舞 いを調 べる際、沢山のサンプル点が
必要 とな るが、そのためには法外な計算量が必要 となる。われわれはMetropolis
達の技法 とは逆 に、む しろ正面か ら分配関数 を直接評価す る方法 【291を提案 し
た。恐 らく本方法 は、 モ ンテカル ロ法 において分配関数を直接評価 した最初の
方法だ と思 う。分配関数が直接評価できるとい うことで、この近似により可能 な




る全 く新 しいタイブのモ ンテカル ロ法を提案 し、 これを用いて極めて良好な結果
を得た[29,30,31]。本論文では、 この方法の理論的 な面 とそれを実現す るために
用 いた有効 なアルゴリズムについて詳 しく述ぺるとともに、 この方法を適用す る
上での技術 的な面 について も詳しく述べたい。
次章で は、本方法 と高温展 開法 との関わ りについて述 ぺ るとともに、後の
章で しばしば参照される数理上の公式をまとめてお くことにす る。ハイゼ ンベル
ク模型 とXY模 型 とでは、 その基 となる理論的背景が異なるため、別 々に扱った
方が理解 し易 いのでその ようにする。 まず、第1節 の序文 に続 き、第2節 では、
ハ イゼ ンベルク模型に関す る事項を解説する。 この節の内容は第3章 の トv一ス
の評価法の理論的側面 を支 えるものである。第3節 では、XY模 型 に関す る事項
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を解説する。この節の内容 は第4章 の トv一 スの評価法 の理論的側面 を支 えるも
のである。前節の内容 よ り少 し複雑であるので例 を引 きなが ら解説 してい くこと
にす る。特 にスピン演算子をarrowによって図式的に取 り扱 う際の両者の対応
付 けを分か りやす く解説す ることにす る。第4節 で は、両模型の熱力学的諸量 を
評価す るため に必要 な公式をま とめて与 える。本方法では分配関数 を直接評価
で きるのでその温度微分 をとることによって得 られ る熱力学 関数は容易 に導 き出
せる。
第3章 で は、ハ イゼ ンベルク模型 のための展開係数のモ ンテカル ロ評価法
について詳 しく述べ る。まず第1節 では、高次の展開項を厳密 に評価することは
困難であるので、モ ンテカル ロ法を用いて展開係数 を近似的に評価す るためのサ
ンプリングの手順 について述 ぺる。第2節 で は、展開係数の評価 に必要な トv一
スを求める際に、置換演算子 を独立 したサイクル に分解す る必要があ る。そのた
めの有効な方法が与え られ る。
第4章 で は、XY模 型 のための展開係数 のモ ンテカル ロ評価法 について詳
しく述べ る。 スビン1/2XY模 型に対す る高温展開法 は、すでに紹介 したよう
にBetts達によって考案 され た。 その方法はChakravarty達によ り、モ ンテカ
ル ロ法 にも生か された。本方法 にもBetts達の表示法を生かす ことができる。
現在 の ところ一次元系 に対 してで はあるが この模型に適用できることが分かった
[32】。 ここで は、 そのアル ゴリズムを解説す る。第1節 においては、 その評価法
を実現す るための手続 きを内容 に応 じて3つ に分 けて述べ ることにす る。第2節
で は、最初の手続 き として、非零 トレース値に寄与するクラスターの抽出法 につ




率の算定法 について述べる。特 に、同一 の最近接サイ ト問 にあ る複数個 の同種 の
arrowに関す る重複度について、例 を引 いて詳述する。最後に、第4節 では、独
立 したクラスター毎に評価 した部分 トレースを用 いて元の項全体の トレース値を
得 るための計算法について述ぺ る。
第5章 で は、10個足 らずの内挿用の展開係数から数10万 個 にもわた る
残 りの展開係数 を得 ることがで きる強力 な内挿法 について述ぺる。
第6章 では、ハイゼ ンベルク模型への応用例 として一次元系 と二次元系につ
いて示す。まずスピン・サイズN=10の 一次元ス ピン112ハイゼ ンベル ク強磁性
系に適用 して、有限系の数値計算 としては厳密であるBonnerとFisher[33]の結
果 と比較 してその精度 をテス トす る。更に、同じ系で、スピンサイズN=20,30
'および128に対 して熱力学的諸量 を評価 して
、高温展開法でpad6近似を用 いた
Baker達の結果[34】と比較す る。 続 いて、スピンサイズN=10×10,20×20お
よび30×30の二次元正方格子 にお ける同じ系 に対す る熱力学的諸量 を評価 して、
高温側でBaker達の結果 【351と、低温側でス ピン波理論 に基 づいたTakahashi
【36】の結果 と比較す る。
第7章 では、XY模 型への応用例 として一次元環状絡子系について示す。 こ
こで はスビンサイズN=32お よび128の一次元スピン112xY強磁性系 に適
用 した結果 をKatsura【37】の厳密解 と比較 して本方法がXY模 型 にも有効であ
ることを示す。
最後 に、第8章 で は、 ま とめ と将来 の指針 を示す。
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第2章 高温級数展開 としてのモーメン ト展開
2.1序 文
前章で も紹介 した通 り、高温展開法は、スピン112ハイゼ ンベル ク強磁性
模型 に対 して、Opechowski[2】よってはじめて用 いられ、更 に、Rushbrookeと
Wood[5]によって一般のスピンSに 対 しても適用で きるように修正 され た。 こ
の方法は別名モーメン ト法 と呼ばれている。分配関数 を温度の逆ベキで展開した
ときの係数(モ ーメン ト)と、 自由エネルギーを温度 の逆ベキで展開 した ときの
係数(キ ュムランF)と の問 には、統計学で よく知 られてい る関係(文 献7の
(2・6)式を参照)が 成 り立つ。モーメ ン トにはN,N2… に比例す る項が含 ま
れているが、キュム ラントには、 自由エネルギーが示量変数であ るので、Nに
比例す る項のみが含 まれている。 したがって、両者 の関係上、モーメン トも、1>
に比例す る項だ けを評価すれ ばよい。(文献7の(2・7)式を参照)こ の方法を用
いて、多いもので も初 めの20数 項までの展開係数 の厳密値が評価 されていて、
高温領域 においては厳密値に匹敵する結果を得 ている といえる。 しかし、低温で
の熱 力学的諸量 を調べ るには項数 の不足のため に不十分で あるようだ。 この欠
点 を補 うため、われわれは新 しい簡単なモ ンテカル ロ法 を提案 した。本方法は展
開係数 をモ ンテカル ロ法 によって評価 しているため十分正確な値が得 られないの
で・モ 一ーメン ト・キュムラン ト変換(文 献7の(2・6)式参照)で 数 値的に桁落 ち
が生 じて しまう。 したがって モーメン トの中Nに 比例す る項のみ を拾 い出せば
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よいとい う利点 は生かせな くて、N,N2… に比例す る項 を含むあ らゆるモーメ
ントを考慮す る必要があ り、扱 えるのも有限スピン・サイズNに 限られている。
それにもかからわず本方法 は、第6章 で述ぺる通 り、かな り低温域 において も熱
力学的諸量 にはかな り正確 な値を与 えて くれ る。
一方・ スビン112xY模型に対す る高温展開法はBetts達[17】によって行
われた。 この方法の定式化はBetts[181によって詳説されている。われわれの方
法も現在の ところ一次元系 に対 してで はあるが このモデル に適用で きることが分
かった[32】。更に、二次元の系に対 しては、 目下開発中であ る。
本章で は、高温展開法 としての、本方法のためのモーメン ト展開 を述べ る
ことにす る。次節 において・ スビン1/2ハイゼ ンベルク模型 ための高温展開法
についての述ぺ る。また、本論文中で必要 とされる数理的な公式 も合 わせて与 え
る。第2.3節では、スビン112XY模型のための高温展開法について述べる。そ
の際、Betts達の導入 した、arrowによるグラフ表示について解説し、 トレース
を評価す るのに必要な公式等 を与 える。第2.4節では、熱力学的諸量を評価する
ための公式 をまとめておく。
2.2ハ イゼ ンベル ク模 型の ため の高 温展開法
2.2.1ハ ミル トニ ア ン
スビン1/2等方的ハイゼ ンベル ク模型のNス ピン系を考える。ハ ミル トニ
ア ンは
π=一 Σ 読 ・む 一・E発 ・r・(2・ …)
〈ii>i=1
で与 えられ る。ただし、げ(=2S)はパ ウリのスビン演算子、」(>0)は結合定数、
μは磁気モーメン ト、 そしてHはz方 向に印加された外部磁揚で ある。第1項
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の和 は最近接 スビン対 らゴについて とる。周期境界条件を仮定す る。 よく知 ら
れているDirac恒等式 【38]薩・む=2(fゴ)-1(ここに・(iゴ)は互換 と呼ば
れている、サイ ト`お よび ゴにおけるスピン状態を入れ換え る演算子である。)





の ように書 き直せ る。 ここに、 侮 ゴ6)の添 え字 ゐはサイ トibteよび ゐ を結
ぶボン ドの番号であ り、そ して和 Σ,は最近接ボ ンドの総数Nbに ついて とる。
noは(2.2.1)式の第2項 を表す。





のように展開され ることがで きる。ただし、kBはBoltzma皿定数、Tは 温度、
そしてTはkBT!Jを 表す。展開係数arは




の よ うに書 くこ とがで きる。 ただ し、(e)はサ イ トeの ス ビン状 態 を 自身 に写 す
恒等演 算 子で あ り・以 後 は省 略す る。0,tt集合{1,2,...,Nb}から復 元抽 出 に よ
り選 ばれ たr個 の ポ ン ド番 号bl,b2,…,brの任意 の列 を表 し、N6r個 の すぺ て
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の とりうる列0,に ついて とる。 また、任意のボン ド番号bkは最近接対ibkお
よび 姦 と一意的に対応 している。ただし、サイ ト番号ibkは1か ら1Vま で
の整数であ る。 そ して、 互換の積 として表され るア(0,)は1からNま での全
部でN個 の整数を含んでいるので、位数Nの 置換 となる。置換群の理論 【39】
に従えば、置換 はつ ぎの ような共通要素 を一つ も持 たない独立したサイクルの積
に分解す ることがで きる。
ア(σ・)=儲 乱:::謡)ニ(ゴ ・ゴ・… 九)(ゴ… … ゴ・・の 一・6・伽)
(2.2.6)
ここに、 た とえば、 サイ クル(3132。●●3ご1)は、 ゴ1→ ゴ2,ゴ2→ゴ3,…,九 → 」1
の よ うに写像 す る、長 さ11の 巡 回置換 を表 す。 サイ クル は決 して共 通 した要 素
を持 たな いか ら、 それ らは、互 い に交換 可能 で あ る。 したが って、A(0,)は 次
の よ うな形 の部分 トレースの積 として評 価 で きる。
野{(3nl3n2'●'3nl)α甲((醐 書 乱)}(一)
た だ し、{…}は21×2「 行列 で あ る。演算 子(ム 、ゴπ,…露t)は相 異 な る1個 の
サ イ ト露、,ゐ、,…,ム1間 で、 ス ピ ン状 態 を巡 回 的 に入 れ換 え るので、 トレー ス
に寄与 す るの は、 状 態1α 。、α。、… α。1>お よび状 態1βn、β。2… βnl>のみで
あ る[22]。ただ し、orniおよび βn」は それ ぞれ サ イ ト πゴ にお ける上 向 き スピ ン
と下向 き ス ビ ンの状 態 を表す。 したが って、長 さ1の サイ クル の部 分 トレース は
・xp(lpaH/k。T)+・xp(-1μHμBT)=2…h(1μH/k・T)(2・2・8)
で 与 え られ る。演 算子 ア(Or)がレ1個の長 さ1の サ イ クル、u2個 の長 さ2の サ




で与 えられ る。ただし、LはpaH/kBTを表 し、 そしてytは長 さ1の 独立
したサイクルの個数で ある。 レは次式 を満たさなければならない。
11/1→-2〃・ 十… 十h/r十・.・十 ハ1ンムr:=1V・(2.2.10)
零 磁場 に対 して は、(2.2.9)式は
A(σ,)=2k(σ・),(2.2.11)
に帰 着 され る。 た だ し、k(Or)=ΣiY.1vlは独 立 したサ イ クル の総数 で あ る。
熱 力学 的 諸量 を評 価 す るため のz,∂Z/∂Lお よび ∂2z/∂L2の展 開係 数 は





















で あ る。零 磁場 の場合 は、(2.2.17)式は
D(0・)=A(Or)Σ・・12・
1=1
に帰着 される。 ただし、yは(2.2.10)を満 たさなけれ ばならない。
2.3XY模 型 の た め の 高 温 展 開
2.3.1ハ ミル トニ ア ン












た だ し、5ノ(α=x,y,z)はサイ ト 」にお けるス ビン演算子S
の α 成分 で あ り、J(>0)は 結合 定数 で あ り、Nは サ イ ト数 で あ り、 μ は磁気
モー メ ン トで あ り、 そ してHはZ方 向 に印加 され た外 部磁場 で あ る。第 一項 に
お ける和 は最近接 ス ビ ン対`,ゴにつ いて とる。 また、 周期境界 条件 を仮定 す る。
S+=sx十i5y,S-==S¢_i5y(2.3.2)
で 定義 され た演 算 子5'カ よび5rを 用 いれ ば、 ハ ミル トニア ン(2.3.1)は
Nb
π=-2JΣh・ 一 π ・(2・3・3)
b=1
のように書き直せる。 ここに、演算子 砺 を
ん・≡5芯+5諜(2・3・4)
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と定義 した。 ただし、んにおける添え字bは サイ トibとサイ トゴ5とを結ぷ
ボ ンドの番号であ り、総和 Σ,は 最近接 ボン ドの総数Nbに ついて とる。 また、
Hoほ(2.3。1)式の第2項 であ る。
行列表示で は、 スピン演算子S=(sx,sv,Sっは
sx=圭(91)・s・=圭(1喝り ・ 伊=麦G2、)(2・ …)
で与 えられ る。(2.3.5)式か ら容易 に分か る通 りS'の 固有値は ±砦で あ り、 そ
の規格化された固有関数は
1+〉≡(1),1→≡(1)(2・ …)
で与えられ る。ただし、1+〉は上向 きス ビン(SZ=})の状態を表 し、1-〉 は
下向きスビン(SS.一・g)の状態を表す。 ここで は、SX,syよりもS+,S一を
用いた方が議論 しやす く、便利で ある。(2.3.2)式の右辺 に(2.3.4)式の行列 を代
入すれば、演算子S+お よびS一 は
5+==(8乙)・5-一(1～8)(2・3L7)
の よ うに書 け る。(2.3.6)および(2.3.7)式か ら、
s+1+〉=o,s+1-〉=1+〉,s「+〉=1-〉,s「 一 〉=o(2.3.8)
な る関係 を得 る。 今、2個 の ス ピ ンを もつ系 を考 え よ う。 その状 態の基 底 とし
て、1++〉,1+一>A-+〉,1-一 〉 を とる こ とにす る。 た とえば、1+一 〉
は、第 一 サイ トにお け るス ピン状態 が上 向 きで、第 ニ サイ トにお けるス ピ ン状 態
が 下向 きで あ る状態 を表 す。 この四つ の状 態 ベ ク トル にhbを 作用 させ、(2.3.8)
を用 いれ ば、
h,1+_〉=ト+〉,h,1-一+〉=1+一 〉 お よび その他 の時0(2 .3.9)
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を得 る。 これから、 砺 に対す る行列表示
隔≡蹴 嚇(iili)(・ ・…)
を得 る。つま り、 場 は物理的には次のような演算子である。 場 が互に反対向き
スピン状態 のスピン対 に作用す るときにはそれ らのスピン状態 を入れ替 え、同じ
スピン状態のスビン対 に作用す るときには零を与える働 きをす る【17,18,25,26】。
2.3.2分 配 関 数 とそ の 高 温 展 開 係 数
分配関数 は
　
Z=Tr{・xp(一π!k・T)}=Σ 舞 ゲ 「(2・3・11)
r=O
の よ うに展 開 で きる。 た だ し、kBはBoltzmann定数,Tは 温 度 そ してrは
kBT/Jを表 す。 展 開係数a,は
・r=2)A(o・)=ΣTr{9(o・)・xp(-u・/k・T)}(2・3・ ・2)
σrCr
で表 され る。 ここに、2(Or)は
≦2(Or)ニhb、hb,…hbr(2.3.13)
として定 義す る。 ま た、 σ,は 集 合{1,2,…,Nb}から復 元抽 出 に よ り選 ばれ た
r個 の ボ ン ド番 号 う1,b2,…,b,の任意 の列 を表 し、和 はす べ て の取 り得 るNb「









を得 る。ただし、2i(0,)は、(2.3.14)式の右辺の展開の第i項 を表 し、最近接
スピン対の演算子5建5晃 や 餌 畦 が7個 混 じり合 った演算子 の積 か らなって
い る。 この よ うな項 の総 数 は2'で あ る。理 解 し易 くす るため に例 を引 いて 示す
こ とにす る。 図2.1(a)に示 され た よ うな、a,b,c,dおよびeな るラベル の付 い
た5個 のサ イ トに各1個 ずつ ス ビ ンを もつ1次 元 環状格 子 系 にお いて、最 近接 ス









とな り、全部で26=64項 の和 となる。上式 の右辺の第1項 は
5才5ポ5'5『3才3ボ5才3『3才3『5才5ボ=5才5才3才5才5「3'5ガ5『5'3「3『5『
(2.3。17)
となる。 ここに、異なるサイ トにお けるスビン演算子同志は可換で あるとととを
用い,演算子の列 を左から右 に走査 して同一 のサイ ト毎 にま とめた。 また、上式









図2.1(a)N=5の 一 次元環状 格子系 。a,b,c,d影よびeは サイ トの ラペ
ル 。1,2,3,4および5は ポ ン ド番 号。
(b)(a)の格 子系 にお いて、r=6の 時 の演算 子2=hlh2hlhlh2h1に対
す るポ ン ドの配 置。
21
を得 る。ス ピン112の系においては、1十 〉 と1-〉 の2つ のスピン状 態 しか
ないので、続 けて2回 以上S+(あ るいはS-)を 作用 させ ると常に零 となる。
したがって、分配関数の トレース値 に非零の寄与 を与え るものは、 少 な くとも
(2.3.18)式の右辺 に見 られ るように、同一 サイ ト上 においてS+とS}の 出現
順序が交互 になって いなければならない。 ここで、第1章 で紹介 したBetts達
[17】によって考案 された、スビン演算子 をarrowによって図式的 に表現す ること
によって演算 を代替す る方法を用いることにす る。つま り、やじ りの付 いてい る
端をheadで、他端 をtailで記す ことにす ると、演算子5≠3ア を、サイ トiに
headを、サイUにtailを もつarrowで表 し、演算子5「碑 を、サイ トiに
tai1を、サイ ト 」にheadを もつarrowで表す 時、分配 関数 の トレース値 に非 零
の寄与 をす る もの は、 つぎ の2条 件 を満 たす もの だ けに限 られ る[17,18,25,261。
(条件1)有 向 グ ラ フの各 頂 点(サ イ ト)にお いてarrowのheadとtail
の総数 が 同 じで あ る こと。(2.3.19)
(条件2)グ ラ フの各頂 点(サ イ ト)にお いて入 矢 と出矢 の順 序 に従 って
arrowのheadとt組 が交 互 に な るこ と。(2.3.20)
図2.2tt、(2.3.17)および(2.3.18)式を この グ ラ フ表 示 として表 した例で あ る。
ところで、(2.3.12)および(2.3,15)式よ り、arは 演 算子2k(0,)による(2Nb)「
項 の トレー スの和で 与 え られ る こ とが分 か る。 そ こで今、 そ の中 の一 つ として、
演算 子 軌(0,)を含 む項 の トレ ー スにつ いて 考 え る こ とにす る。 この演 算 子 は
上述 のarrowに よ るグ ラフ として表 示す る こ とがで き る。 この とき、格 子 上 に
は、 各arrowに よって互 いに連結 し合 ってで きた、 幾 つ か の独 立 した部 分 グ ラ
フ(こ れ を、 以後 は便 宜上 、 クラス ター と呼 ぷ こ とにす る。)や、 幾 つ かの単 独





























図2.3c1=サ イ ト1,2および10に お ける2本 の ボ ン ドか らな る
ク ラスター。
c2:サイ ト4,5および6に お ける3本 の ポ ン ドか らな る ク ラスター。
c3:サイ ト8お よび9に お け る3本 の ポ ン ドか らな る クラス ター。
サイ ト3お よび7は 孤 立点 で あ る。
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この ク ラス ター毎 に部 分 トレー ス値 を求 めて、 それ らの積 を とるこ とに よ り各項
の トレース値 を評価 す るこ とが で き る。今、 ボ ン ドの組(bl,b2,…,bp)から成 る





を表 し、 添 え字bは 最 近接 サイ ト対 く 砺 ゐ 〉 を結 ぷ ボ ン ド番 号で あ り、Lは
di/kBTを表す 。 この独 立 した クラス ターが'個 のサイ トkl,k2,…,ktを持 つ
もの とす る。 従 って、ibn,ゐn(n=1,…,p)はサイ トの集合{kl,k2,…,kt}
に属 して い る。 この ク ラスター のス ピ ン状態 をISk、Sk、…Skt>で 表 す こ とに
す る。 ここに、Skiは上 向 きス ピ ン(以 後、 叩 と記す。)か、 また は下 向 きス
ピ ン(以 後、downと 記 す。)か の どちらかの一方 の状 態 を示 して い る もの とす
る。(2.3.21)式中の演 算子`Sbi5b2_5bpがこの ス ピ ン状 態 に対 して、上 述 の





=・ ・Φ(LΣ ・・.)1・k、・k、… ・kl>
m=1
とな る。 ま た、 同時 に、
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ただし、演算子 窮 は5b=5≠5干 ならば5子5売 であることを
の逆転したスビン状態を表す。非零の トレース値 に寄与す る
もの は以 上 の2つ の状 態 だ けで あ るか ら、 求 め る トレー スは
exp(aaL)十exp('一'aαL)=2coshaαL(2.3.24)
で与 え られ る。 ただ し、 α は、演 算子 の列 を独立 した クラス ター に分解 した とき
の第 α番 目の クラス ター を表 す番 号 で あ り、 ααは、
aα=nま 一ni(2.3●25)
で与 え られ る。 こ こに、 嚇 は α番 目の ク ラス ター にお け るス ピ ン状 態
lSk、Sk,…Skl>でのupの 個数 で あ り、垢 は そのdow皿 の個 数 で あ る【26】。
ま た、 一方 、 孤立 点 にお け る トレー ス値 は以上 の結 果 か らす ぐ分 か る よ うに、
eL+eTL=2coshLで与 え られ る。孤 立 点 の総数sは 、全 サ イ ト数1Vか ら2
個以 上 のサ イ トで構 成 され たnc個 の クラス ターの もつ サ イ ト数 の総和nvを 引
い た もの と等 しい(s=N-nv)。 したが って、s個 の孤 立点 と、n。 個 の ク ラ





式 のように展開 したときの各項ctrに対す る トレースを表 している。Σc,.に
おける項数 は全部で(2Nb)「項あ る。 したがって、展開係数 は
・r=ΣA(0',)(2.3.27)
σtr
の ように書き直 され る。以後 は、・簡単のために、A(cir)のチルダ と、C,,の
プライムを省 いて、それぞれ、A(Or)および σ,と表す ことにす る。
熱力学的諸量 を評価す るためのz,∂z1∂Lおよび ∂2z/∂L2の展開係数 は





































2。4熱 力 学 的 諸 量






鶏=券 郡+雅 一(1∂Zz∂丁)211(2・ …)
で与 えられ る。 ただし、qは 格子サイ トの配位数であ る。磁化お よび帯磁率は
M11∂Z
砺=万 薦 ・ 四)
鴇 二講 謬 一(1∂Zz∂L)21,(2・…)
で与えられる。 零磁場での帯磁率Xoは
ん誰 =寿増 斯,(2.4.6)
で与 え られ る。 た だ し、dr中 の1)(0,)はハ イゼ ンベル ク模 型 に対 して は、
(2・2・18)式で ・XY模 型 に対 して は・(2.3.36)式で 与 え られ る。
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第3章 展開係数 のモ ンテカル ロ評価法
一 ハイゼンペルク模型の場合 一
3.1序 文
前章で は、ハイゼ ンベルク模型 およびXY模 型 ともにz方 向に外部磁揚が
印加された時のモーメン ト展開にカける展開係数 の厳密な公式を導 き出した。本
章以後では、評価すべき展開係数 α,およびdrを零磁場の揚合に限って考える
ことにする。また、展開係数の厳密値を得 ることは、多 くの場合不可能であるの
で、 ここで はモンテカル ロ法によって近似値を求めることにす る。XY模 型 につ
いては次章 に譲 ることにして、本章では、ハイゼ ンベルク模型 に対す る展 開係
数 を評価す るためのモ ンテカル ロ法 につ いて述べ ることにす る。 ところで、 そ
の評価 の手続 きは2段 階に分けられ る。第一段階で は、M個 の展開係数(M
は10個程度)が 偏 りのないモ ンテカル ロ法によって評価され る。その詳細 につ
いては次節で述ぺ る。第二段階は残 りの展開係数が、次章で詳説す るPad6型有
理関数 の公式を用いた内挿式 によって評価 され る。M個 の指定 されたr(言 う
なれば、昇順 にrl,r2,…,rM)に対す る αrおよびd,が 偏 りのないモ ンテカ
ル ロ法 により評価 され る。 つま り、第r項 の係数を評価す るために、.r個の整
数bl,ろ2,…,brを集合{1,2,…,Nb}から無作為 に復元抽出によって選び出 し、
(2.2.5)式で与えられ るような ア(0,)をつ くり、それか らA(0,)を計算す る。 こ
の手続 きをN、 回繰 り返 して・A(o,)(≡α,/Nb「)の平均値A,・tSよびarの
29
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で 与 え られ る。 た だ し、 ΣMσ は1V、個 の モ ンテカル ロ・サ ンプル につ いて
の和 で あ る。 同様 に して、DrPよ びdrが 得 られ る。 これ らの値 を得 るに は
(2.2.4)式か ら分 か る よ うに、 まず無 作為 に復 元抽 出 に よって0,に 対す る互換
の積 ア(0,)を生 成 す る必 要 が あ る。 次 に、 この ア(0,)を(2.2.6)式にお け る
ア(Cr)=(槁急:::鳥)の形の位翻 の置換畷 剛 鵬
らない。 このための高速変換アル ゴ リズムを開発 したので第3.2.1項で述べ る
こ とにす る。 これ を更に(2.2.6)式の右辺の ような巡 回置換 の積 に分解す る必
要がある。 これについて は第3.2.2項で分か りやす く例を引いて述べ るととも
にそれ をアル ゴリズム として ま とめることにす る。 この段階で与え られた置換
P(σ,)における独立 した巡回置換の個数(k(ar))と各サイクルの長 さの2乗
和(ΣiY.1yll2)を求め ることがで き、(2.2.11)式と(2.2.18)式からす ぐ分か
るよ うにA(0,)およびD(0.)が評価 できる。 その手続 きの詳細 を次節で述 べ
ることにす る。
3.2置換の サ イクル分解 ■
Nb個のポ ンドに1か らNbま で予め一意的に番号が付 けられていて、 ボ ン
ド番号bkの ポンドは最近接サイ ト転 および 瓶 を結んで いるものとしよう。 こ
の とき・(2・2・5)式で与 えられ る互換の積 としてのP(0,)は集合{1,2,…,Nb}
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から復元抽 出によ り無作為にr個 の整数bl,b2,…,b,を選ぷ ことによって簡単
に構成できる。P(0,)の サイクル分解のための コンピュータ・プログラムを書
くとき、2つ の一次元配列 を用い ると便利である。 その中の1つ はサイ ト航
用の配列Sエで あ り、 もう1つ はサイ トゴ6髭用の配列SJで ある。両配列 の添 え
字をそのスピン対 のボ ンド番号 うあと対応付 け、スピン・サイ トの番号 航 および
毎 を、 それぞれ配列Sエ およびSJに 格納 してお く。つま り、
Sエ(bk)←ibk,S」(bk)←ゴb、,(bk=1,2,…,Nb)
の ようにする。 ただし、航 および ゴ6をの値は考察下の格子構造に依存 してい
る。これらの配列は常 に参照表 として利用 され る。 例 として、境界条件付きの
3×3正方絡子上の最近接サイ トとそれ らを結ぷボ ンドの番号付 けが図3.1と表
3.1に示 されている。
3.2.1.置換 の 高 速 変 換 ア ル ゴ リズ ム
さて、r個 の整数b1,b2,…,b,で指定 され る ア(0,)を(2.2,6)式の右辺の
形 に分解するとしよ う。 この とき、P(σ,)を構成 し、それ を分解す ることは、
コンピュータ・ブログラム上では同時に行 える。これについては、演算子(tbk3bk)
が両サイ ト転 および 毎 のスピン状態を入れ換 える作用をすることと、 ア(0,)
が位数Nの 置換であることに注 目すぺきである。 これか ら述べるサイクル分解
のため簡単 なアル ゴリズムは、実 に、 この事実か ら導 かれ るのである。 このアル






表3.13×3正 方格子 におけるボン ドbkと最近節スピンサイ ト
航 および ゴ賊 の番号付 け




































図3・13×3正 方格 子 にお け るサイ トとポ ン ドの番号 付 け。
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ここに、TMPは一時的変数であ り、 そして、Sエ(bk)およびSJ(bk)に格納 された
それぞれの数,航 および ゐ、,は無作為 に選ばれたボン ド番号 爆 に対応す る最
近接サイ トを表す。 この手続 きをr回 繰 り返せば、次の形の置換P(0,)を得
ることができる。
ア(σ・)=儲 農:::鳥)(鋤
ただし、ki(i=1,…,N)は添 え字iを もつ配列PCRに 格納 され る。つま り、
ki=PCR(i)である。 この ことは、演算子 ア(0,)がゲ回の交換 を行 うだけで独
立 したサイクルに分解で きるので、大変好ましい性質である。結果 として、演算
子P(0,)はただ一回だけ走査され る【40】。 このことを、次の第3.2.2項で一例 を
あげて説明す る。
3.2.2.サ イ ク ル 分 解 の 例
例 として、表3.2に、Nニ3×3場 合で、r=10の 時 に、無作為 に選 ばれ たあ
る列 σr=(1,9,9,8,11,16,3,14,4,2)に対 す る ア(Or)=(12)(97)(97)(89)(25)
(71)(31)(58)(45)(23)の独 立 した サイ クル へ の分解 の過程 を示 す。 ボ ン ド番




は右か ら左 に互換 を作用 させて得 られ る。 トレースを得 るには、独立 したサイク
ルの個数 とそれ らの長さのみが必要であるので、互換の操作の方向は重要ではな
い。(a)の場合の ア(0,)の巡 回置換 に分解 された型 は(1354g8)(27)(6)で
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無作 為抽 出 され た列0.=(1,9,9,8,11,16,3,14,4,2)に対 す る表3.2
置換 ア(0,)=(12)(97)(g7)(8g)(25)(71)(31)(58)(45)(23)を独 立
したサイ クル に分解 す る過程 の説 明 。
ケ ース(a)は 左 か ら右 へ の走査、 ケー ス(b)は 右 か ら左へ の走 査 を示 す。
ケ ー ス(a)

































































































































































































































































































は、分解 は次のよ うにして行われる。まず、上段の最左端の整数1か らはじめそ
の直下の3を 確認 し、つぎに、上段 において3を 探 し、 もし見つかれば、 その直
下の整数 を確認す る。今の揚合は5で ある。更に上段 において この整数5を 探
す。 もし見つかったらその直下の整数 を確認す る。今度は、4で あ る。 このよ う
な手順 を、出発 した ときの整数1と 同 じ値が下段で見つかるまで、繰 り返す。 こ
の時点で、6サ イクルの巡回置換(135498)を 得 る。次に、今求めた巡回置
換の要素 としては含 まれていない整数で、上段において最 も左 にある数 を見つけ
て、二つ 目の出発値 とする。今の場合は2で ある。この整数を元に先ほどのや り
方 を行 うと、今度 は2サ イクルの巡回置換(27)を 得 る。最後は、1サ イクル
の置換(6)を 得 る。
さて、 この変換のためのアル ゴリズムを詳 しく述ぺ よう。
置換(123…Nk
lk2k3… た1V)は次のもの と同覗 す る・とができる・つま り・
置換の上段の整数iは 配列PCRの添 え字 と対応付 け、下段の整数kiは配列の内
容PCR(i)と対応付けることができる。 この配列の情報を用いて上述の例 と同 じ
手続 きを実行す る。 このアルゴ リズムを次に示そ う。 ただし、 ゴ番目のサイク




【初 期 化 】 工 ←1,J←1と お く。
STAR」T←1,LEN←1,IDX←1,EL←PCR」(IDX).
【STARTがEL等 し い か?】
も し そ うで あ れ ば 、 ス テ ッ プ4へ.
そ れ 以 外 の 時
PCR.(IDX)←0,工DX←EI、,LEN←LEN十1,EL←PCR(工DX).




も しそ うで あれ ば、 ステ ップ6へ.
[PCR(1)が0に等 しい か?】
も しそ うで な けれ ば、 ス テ ップ2へ.そ れ 以 外 の時,1←1十1.
ステ ップ5を 繰 り返 す.
(6)NCYCL←J-1.
この手続 きは スカ ラー・マ シー ン向 きで ベ ク トル ・マ シー ン向 き には なって い
な い。 ベ ク トル ・マ シー ン向 きの アル ゴ リズ ム に は今 後改 良 して い くこ とが残 さ
れ て い るρ
3.2.3.ト レー ス の 評 価
前の第3.2.2項で与 えられた手続 きによって、与 えられ た列0,の(長 さ1
の自明な もの も含 めた)独 立 したサイクルの個数k(0,)と、 それ らのサイクル
の長 さ 」が、得 られ る。
(2.2.11)式と(3.L1)式か らも分か る通 り、A,を 得 るにはあらゆる無作為
抽出されたOrに 対 す るサイ クルの個数k(Or)のみが要求 され るし、万rを 得
るためには、(2.2.18)式から分か る通 り、更 に12の和が得 られればよい。 この
目的に対 して は、次の ような前処理 を行 ってお くと都合 がよい。k(0,)の度数
を累算 してお くために、配列KCRを用 いることにす る。 この配列の添 え字`の
値 と置換 ア(σ,)の独立 したサイ クルの個数 ん(σ,)の値 とが相 い等 しい とす る
と、KCR(i)の内容はNs個 のサ ンプル中でi=k(o,)個の独立なサイクルをも
つ ア(0,)の度数 を与 える。一方・NU2に代入 され た ΣiY.1Vll2の値 を累算す る
ために・同一の添 え字iを もつ もう一つの配列SL2を用い る。つま り・SL2(i)
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はN,個 のサ ンプル 中でi=k(Or)個 の独 立 なサ イ クル を もつP(0,)に対 す る
NU2の和 を与 える。 われわれ は、任意 の2つ の演 算 子P(σ,)お よび ア(C)に 対
して、両 演算 子 に対 す るlru2が、例 えk(σ,)ニk(0;)であって も必 ず しも同一
の値 を とる とは限 らな い ことに気 をつ けな けれ ば な らな い。 プ ログ ラム リス ト1
にお いて、 次 の操 作 が両配列 を用 いて行 われ る。
KCR(i)←KCR(i)十1お よびSL2(i)← 肌2(i)十NU2,(`=1,_,1V),
た だ し、 この プログ ラム リス トにお いて、 配列KCRは エNTEGER型として、配列
SL2および変 数NU2はREAL型 として宣言 されて い る。表3.3に 数値 例 として、
ス ピ ンサイ ズN=10×10に 対 して、 それ ぞれr=5,150お よび10,000に対
す るi(≡k(σ,)),KCR(i)およびSL2(i)が、Ns=105に 対 して与 え られて い る。
例 え ば、r=150の 場合 のi=24に 対 して、KCR(i)=17151はk(Cr)=24
を もつP(σ,)の 度 数 を与 え る。SL2(i)=3.296241・107はN、=105中で
KCR(i)=17151をとる、(2.2.18)式中で のNU2(つ ま り、Z)i.Ylutl2)の和 で あ
る。π,を 得 る際、全部 でNs個 の サ ンプル に対 して(2.2.11)式中 の2のk(0,)
乗 の値 を評価 しな けれ ば な らな い。 ところが、上述 の度 数 を用 いれ ば、相 異 な
るk(0,)に対 す る2の べ キ乗 のみ を評価 す れば、 五,を 得 る ことがで き る。
つ ま り、
兀=素 琴KC・(i)・2`・
で あ る。 表3.3のr=150の 数 値例で は、Zrは 僅 か21個 のA(0,)だ けを評
価 すれ ば得 られ る。 他方 、 ヱ),はこれ ら21個 のA(0,)に、 それ ぞれSL2の 対





表3.31V=10×10系 お け る、 それ ぞれr=5,150お よび10,000の
揚合 のNs=105個 の サ ンプル を用 いたi(≡k(0,)),KCR(i)および 肌2(i)
の数 値例
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周期境界条件 をもつNxN正 方格子に対す るボン ド番号bE























MC値Zrお よび 】臥 を得 るため に(2.2.11)式中 のk(0,)と
(2.2.1'8)式中 の12の 和 がN、 個 の サ ンプル につ いて計 算 され る。
DO2LOI=1,NS




以下のDOル ー プにPい て、あ る一つの演算子 ア(Cr)を生成
しなが ら、同時 に(3.2.1)式の右辺の形 に変換 され る。
DO230J=1,R」
Press達 に よ る ポ ー タ ブ ル 乱 数 発 生 器RAN2が イ ン ラ イ ン ・ コ ー ド と し て

















演算子 ア(Or)が(2.2.6)式の右辺 におけるよ うな独立 したサイクルに






































あ ら ゆ る ア(0,)に 対 し て 、k(Or)に よ っ て 分 類 さ れ た 類 別 の 度 数









N、 個 の サ ン プ ル を 一 組 の デ ー タ とす る た め の 終 端 子 と し て ダ ミー に
k(0,)(=-1)を 用 い て 区 切 る 。
冊 工TE(1,,(2110,E14.7),)-1,0,0.O
CLOSE(i)
切 り混 ぜ 用 配 列 エRの 内 容 が 次 回 の 使 用 の た め に フ ァ イ ルFR2D.RAN







第4章 展開係数のモ ンテカル ロ評価法
一XY模 型の場合 一
4.1序 文
XY模 型の場合 の熟力学 的諸量 を評価す るには、 まず(2.3.29)式お よび
(2.3.34)式の展開係数を求める必要があ るが、その為 の方法は、前章の第3.1節
で与 えた(3.1.1.a)式および(3.1.1b)式と同様 な形式 によって得 られる。便宜上、





ただ し、 五,はA(σ,)の 平均値、馬 は α,のMC値 を表 し、 そ して、Msは サ ン
プル 数で あ り、A(0,)は零磁 場 に対 して は(2.3.30)式で与 え られ る。 ま た、Dr
お よびa,に つ いて も同様 で あ る。 と ころで、A(0,)お よびD(0,)の 評価 法 は
前節 のハ イゼ ンベル ク模型 の もの とは、全 く異 な って い るので、本章 で は、 それ
につ いて詳 し く述 ぺ る ことにす る。
単純 に,偏 りの ないサ ンプ リング法 に よって 、 これ らのA(0,)およびD(0,)
を求め よ うとす る と、 γが大 き くなるにつ1't..,2条件((2.3.19)および(2.3.20)
式)を 満 たす ものが、 急激 に減 少 す る こ とに よ り、妥 当な数値 を得 るには実現 不
可能 なサ ンプル数 が要 求 され る。 そ こで われ われ は、非零 の トレース値 に寄与 す
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る項を重点的に抽出す るよ うな偏 りを もつサンプ リング法 を用 い ることにした。
そのキーポイ ントは前述 の条件1に ある。条件1は 各サイ トにおいて、arrowの
headとtailの総数が互いに同数個ずつでなければならないこ とであった。そ こ
で、まず指定 されたrに 対 して、arrOWとしてで な く、つま り・方向を持たない
ボ ンドを無作為 にrl(≡r12)個復元抽 出す ることにす る。 こうして選ばれ たrt
個 の各ボ ンドを、今度 は互 いに反対 向きの2本 のarrowと見 なすので ある。 と
れ により、先 ほどのrt個のポ ンドはr本 のarrowとな り、 しかも、条件1を 自
動的 に満たす ことにな る。 この手続 きによって も非零の トレース値を与える項の
みが抽 出できた訳で はないが、零 トレースを与 える大半 の項 を除 くことができる
ので、展開係数の値 として満足ので きる結果が得 られる。本当 に非零 トレースを
与 えるものは、 この中か ら更に条件2を 満足す るものに限 られ る。 ここで断って
お くが、rは 偶数であるもの と仮定 してい る。 この仮定 は、偶数個のス ピンを
もつ場合の一次元環状系や二次元正方格子系 には許されるが、三角格子系などの
奇数個のポン ドによって も2条 件を満たす ことがで きる格子系には問題が残 る。
さて、それでは今述べた線 に沿ってサ ンプル された各項の トレース値 を評価
し、展開係数のMC値 を求める手続 きの概略を3つ の手続 きに分 けて示す ことに
す る。
手続 き1
(1)内挿点 とな る項rと その項 の展開係数 をMC評 価するためのサンプル数
.Msを指定す る。 ただ し、rは 偶数 とす る。
(2)与えられた格子上で一意的 に番号付 けされ たボ ンドの中か ら無作為 に
r12個のボンドを復元抽出す る。
(3)ステップ2で 抽 出されたボンドの与 えられた格子上での配置 における、
同一ボン ドに関す る重複度Mを 求める。
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(4)それ らのボ ンドが格子上につ くる独立したクラスターを調ぺ、 その個数
π。を求め る。
手続 き2
手続 き1の ステ ップ4で 求めたクラスターの中から異種 タイブの ものにつ
いてのみ、 この手続 きを行 う。
(5)一本 のポ ンドを互いに反対向きの二本のarrowと解 して、与 えられたク
ラスターに対す る、arrowを参照表 に記帳す る。
(6)現クラスターによる部分 トレースをモ ンテカルロ法 によって評価す るた
めの反復 回数`を 指定す る。
(7)参照表 内のarrowに無作為に順番 をつける。
(8)それ らのarrowが条件2を 満 たしているかチェックし、 ト11一スに非零
の寄与 をす るもので あれ ばその度数 を1だ け増やす。








(12)ステップ11までで得 られ たM、 個のサ ンプルを用 いて、(4.1.1aおよ
びb)式 によ り展開係数 を求める。
以下の節で これ らの手続 きの詳細 を述べ ることにす る。
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4.2非 零 トレー ス値 に寄与 す るク ラス ターの抽 出{手 続 き1)
前節で示 したステ ップ1,2および4は 容易 に理解がで きると思 うので・ こ
こで は、ステ ップ3に ついて のみ詳 しく述べ ることにす る。Nb個 のボン ドがあ
ロ
るとき、重複 も許 してrt(≡r12)個を選 び出す場合の数は・Nb「 通 りである。
これ を(選 ばれたボンドとそれ に対応す るサイ トによって生成 され る)グ ラフ
のタイブ別に分類 した時、全部でt個 の相異なるタイブTi(i=1,2,…,t)に分




で あ る。 そ.して、 各 タイ ブの グ ラフにお け るポ ン ドの総 数 は 〆 で あ る。
今、 あ る一つ の グ ラフGが 、blボ ン ドをql個 、b2ボ ン ドをq2個,…,bp
ボ ン ドをqp個 の 計 〆 個 のポ ン ドか ら成 って い る もの とす る。 つ ま り、
タr==g1十g2十q3十...十qp(4.2 .2)
で あ る。 と ころで、〆 個 の ボ ン ドの順列 は 〆!通 りあ るが、 この 〆 個 の ボ ン ド




で 与 え られ る。 この時・ 各 タイ ブTiは 、Vi/mi個 の メ ンバ ー を持 つ 。
例 として、 図2.1(a)に示 した1>=5,Nb=5の 一 次元環 状格 子 を用 い る こ
とにす る。 い ま、Nb=5個 の ボ ン ドか ら3個 の ボ ン ドを復 元抽 出す る と、全 部
でN9=53=125通 りの場 合 の数 が あ る。 そ のすべ て を表4 .1に示す 。 この表
の括弧 内 の記 号Ti,(i=1,…,5)はグ ラ フ として相 異 な る タイ ブ を識 別 す るた
め に用 い る。 この表 か ら・ タイ ブ 勾,乃,鮎,箕,お よび 乃 に属す るグ ラ フの数
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表4.1N=5,Nb=5の 時 ・ 〆 ニ612ニ3個 の ボ ン ドを選 び 出す 全て の
場 合(125通 り)。































































































































は、 それ ぞれ、5,30,30,30,30個ず つ の、 計125個 で あ る こ とが分 か る。(図
4.1参照)こ こに、 格子 上で の ボ ン ドの配 置 は異 な って も、 グ ラフ として 同一
で あれ ば同 じタ イ ブ と した。 この 中で、 ポ ン ドの配 置 まで 同 じ ものが あ る。 例
え ば、T2タ イ ブの112,121,211等が その例 で あ る。 この重複 度 を除 く公式 が
(4.2.3)式で あ る。 タイ ブT2に 対 して これ を適用 す る と・30÷(3!12!11)=10
とな り、 図4.2に示 され る よ うに、 タイ ブT2に 属す るグ ラ フが、 与 え られ た格
子上 で、 取 り得 るす べ ての配 置 の数 を与 えて くれ る。
ぐ
以上 は、Nb「個 の取 り得 るすべての場合 につ いて、厳密 に扱 ったもので あ
るが、現実 には数が多すぎるため、計算不可能であ る。そこでモンテカルロ法 を
用 いて、Nb個 のボ ンドか ら無作為 にq個 のボン ドを復元抽出 して得 られたポ ン
ドの組 をM.個 サ ンプ リングした とす ると、その時タイ プTiの度数がン`Mσで
ある時 には、Uiは次の ように近似で きる。(表4.2参照)
レ`～1W×(UiMσ/M、) (4.2.4)
4.3ク ラス ター中 の非零 トレー ス率 の算定 《手続 き2)
分 か り易 く例 を引 い て示 そ う。 今、 ポ ン ド1が2本 、 ボ ン ド2が1本 お よ
びボ ン ド3が3本 の計6本 の ボ ン ドを もつ ク ラス ター を考 え よ う。(表4.3(a)参
照)こ れ を、 一 次元 配列BONDにBOND(1)←2,BOND(2)←1,BOND(3)←3を
格納 す るこ とに よって表4.3(a)のよ うに表 現す る。次 に、1本 の ポ ン ドを互 い
に反 対 向 きの2本 のarrowと見 なす ので あ った か ら、 これ を、2つ の一 次 元 配
列HEADとTAエLを 用 いて・表4.3(b)のよ うに表 す。 ポ ン ド1は4本 のarrow
を もつ ので ・HEAD(1)←1,TA皿(1)←2,によ り・1本 目のarrowがサ イ ト1に





























図4.1図2.1(a)の格子系 においてr'=3本 のボンドによる取 り得 る
すべての配置。














図4.2図4.1の タイ プT2に お ける同一 グ ラフが図2.1(a)の格 子系
にお いて取 り得 るす べ て(10通 り)の 配置 。
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表4.2q個 の ポ ン ドの格 子上 の配 置 に よって生 成 され るグ ラフの
タイ ブTi・ その度数Ui(i=1,…,k)および(4.2.3)式に よる重 複
度mi。










































表4・3(a)図4.3(a)に 示 され た ク ラスタ 一ーにtsけるボ ン ドの記 帳 。
(b)表4.3(a)のポ ン ドをarrowとして記 帳。
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図4.3(a)ポ ン ド1が2本 、 ボ ン ド2が1本 お よび ボ ン ド3が3本
の計6本 の ボ ン ドに よ るサイ ト1,2,3お よび を4含 む ク ラスター。
表4.3(a)に基づ くク ラス タ・一(図4.3(a)参照)の ためのarrow(b)
表 示 の参照 表(表4.3(b))を 表4.3(c)の配 列ORDERの順序 で操 作す る
過 程 を示 す。
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に よ り、2本 目のarrowがサイ ト1にtailを もち、 サイ ト2にheadを もつ こ
とを表 し、HEAD(3)←1,TA皿(3)←2,によ り・3本 目のarrowがサイ ト1に
headをもち、 サ イ ト2にtailをもつ こ とを表 し、 そ して最 後 に、HEAD(4)←2,
TA工L(4)←1,によ り・4本 目のarrowが サイ ト1にtai1を も ち、 サ イ ト2に
headをもつ こ とを表 す。 ポ ン ド2お よび3に 対 して も、 同様 な手 続 きを行 えば、
結 局、 表4.3(b)に示 す よ うな結 果 が得 られ る。 これ を、 この ク ラス タのす べ
てのarrowに対 す る参照表 として用 い る。 次 に、 別 の一 次 元配列ORDERを 用
い る。 先 ほ どのarrowは全 部 で12本 あ ったか ら、1か ら12ま で の整数 の ラ
ンダム順列 を乱数 を用 い て生 成 し、 この配列 に格納 す る。 その 一例 と して表
4.3(c)を参 照下 さ い。 配列ORDERの 内容 を元 に、 配列HEADお よびTA皿 の 内
容 を参照 しなが ら、(2.3.29)式中の一項 を無 作為 に生 成 す るので あ る。 その手
順 を示 そ う。 まず、ORDER(1)の内容 をみ る と8で あ る。 つ ぎ に、HEAD(8)
とTAエL(8)をみ る。 す る と、4と3で あ る。 これ はまず最 初 にサイ ト4に
head・サイ ト3にtailを もつarrowを選 ん だ こ とにな る。今 度 は・ORDER(2)
の 内容 をみ る と1で あ る。HEAD(1)とTA皿(1)をみ る。1と2で あ る。2本 目
のaxrowは、 サ イ ト1にhead、 サイ ト2にtai1を持 つ こ とが分 か る。 以下
同様 に計12回 繰 り返 せ ば、 結局 、演 算 子
5才5」5f5『5す5;5才355穿3」5才町5才555f5∫5才3r5才Sis才3」5才町
を無作為 に抽出 したことになる。 これを、図式 的に書 いたものが 図4。3(b)に示
されている。同一サイ ト上ではこれ らの演算子 は可換で はないので、その順序 は
重要で ある。演算子を左から右 に走査す ることは、 この図においては、上 から下
に見てい くことに対応 して いる。 したがって、上から下に見て いくと、最初 は
サイ ト4にhead・サイ ト3にtai1をもつarrowがきてお り、2本 目は、 サイ
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ト1にhead、 サイ ト2にta且 が きて い る。以 下同様 に して、最 後 は、 サイ ト3
にhead、サ イ ト4にtailがきて終 わって い る。 ここで、headは そのサイ ト上
のス ピ ンをdownか らupへ 反 転 させ る働 きを し、tai1はupか らdownへ 反
転 させ る働 きをす る。 したが って、 今 の例 で非 零 トレー ス値 に寄与 す る可能 な ス
ピ ン状 態 は、1-++一 〉 の時 の みで あ る。 コン ピュ'一タ・プ ログ ラム上 で は、
この演算 子 を生 成す るの と条件2を 満 た して して い るか をチ ェックす るの とを同
時 に行 え る。以下 に、 その手順 を示 そ う。 今、変数PLUS,MINUS,UNUSEDの
内容が、 それ ぞれ、1,-1,0にな る ように、定数 として宣言 す るか、代 入文 で格
納す る もの とす る。 一 次元 配列CHECKに初 期設 定
CHECK(i)←UIIUSED(i=1,…tv)
を行 う。 た だ し、 勿 は現 ク ラスタ ー のサイ ト数 で あ る。 この 配列 に対 して、 前
述 の演算 子 の生成 法 を適用 しなが ら、現 在 のarrowのheadとtailPtきて い る
両 サ イ トの番 号 と同一 の添 え字 を もつ配列CHECKの 内容 が、headに 対 して は
PLUS、tai1に対 して はMエNUSな って い るか確 認す る。U)IUSEDの場合 は どち ら
で も可能 で あ る。 もし一 致 して い なけれ ば、 その時 点で条件2が 満 たされ なかっ
た ことが判 明す る。一一致 した場 合 は、 配列CHECKに お いて、確 認 の際 ア クセス
した2箇 所 の 内容 を、PLUSな らMエNUSに、MINUSならPLUSに 反 転 させ て、
条 件2を 満 たす た め に次 回 に来 るべ きの ものがheadかtai1かを指 定す る よ う
にす る。UNUSEDの揚合 は、 現在 のarrowに基 づ いて、PLUSかMIWSを 代入 す
る。(図4.4参 照)
以上 を、 アル ゴ リズ ム として 示す。





1 禽 曹 禽 禽
2 官 費 十 ρ
3 十 十
4 . 十 騨 十
5
曽 十 十 一
6 十 一 十
7 十 曽 一
'十
'8 十 一 十 暉
9 鱒F 十 十 ,
10 十 一 十 一
11 十 十 飼 一
























図4.4条 件2を チェックす るための一 次元 配列CHECKの ス テ ップ毎 の
状態 。
各 ステ ップに お いてチ ェッ クの結果、 条件2が 満 た され た時 は、実 行 後 と
記 して あ る表 の よ うに現時 点で チェッ クしたarrowに従 って 十 と 一 を
反 転 させ る。
ス テ ップ1お よび2に お いて は*が 示 す通 り未 使用 で あ っ たか らチ ェック
され たarrowのheadとtai1によ り 十 と 一 を逆転 させて記 帳 す る。
図4.3(b)の操作 と対応 させて読 み取 る と分 か り易 い。
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(2)2つの配列HEADとTAILに 、 配列BONDの 情報 を基 に して、 現在 の ク
ラスタ ーの ためのarrowを登 録 し、参照 表 を作 成 す る。(表4.3(b)を参照)
(3)NZTR←0,ZRTR←0に セー ッ トし、 ス テ ップ2で 登録 され た
arrowによ るラ ンダム順列 を無作 為 に復 元 抽 出す る回数 を指 定す る。
その回数 だ けステ ップ4か ら7ま で を繰 り返 す。
(4)配列ORDERに1か らrま で の整数 の ラ ンダ ム順 列 を生成 す る。
ただ し、'は ステ ッ プ2で 登録 され たarrowの総 数で あ る。
(5)配列CHECKをCHECK(i)←UNUSED(i=1,…tv)に初期 化す る。
た だし、"は 現 クラス ター のサイ ト数 で あ る。





それ以 外 の ときZRTR←ZRTR十1,ス テ ップ4へ 。
(7)NZTR←NZTR十1,ステ ップ4へ 。
(8)可←-NZTR!(NZTR十ZR」TR)
冒 を各arrOWの重 複度 で割 ってお く。
このarrowの重複度 につ いて説 明 し よう。 い ま、 与 え られ たク ラス ター
が ボ ンF'biをg1本 、 ポ ン ドb2をq2本 、 … 、 ボ ン ドbpを9p本 か ら成 って
い る とす る。度 々、断 って いるが、1本 のボ ン ドを2本 のarrowと見 なす ので、





で与えられ る。 この重複度 は、 同一サイ ト対での同種のarrowは識別で きない
ことから生 じて くる。
断 ってお くが、 この手続 きで得 られた重みは系の次元 によらず、また、格子
構造 にもよらず、 とにか くクラスターのグラフとして同一であれば使用可能であ
るから、相異な るクラスターに対 して一回だけ評価すれば よい。 この事実 に よ
り、展開係数の評価のための全体 としての計算量 を著 しく減す ことがで きるので
大変有効である。しか しなが らこの手続 きは、本方法において実行 されるどの手
続 きよ り、圧倒的に計算時間を要す るものであ るので、更にアルゴ リズムを改良
す ることは望ましい ことである。




で与 えられ る。 ただし、 ここで のサ ンプル とは手続 き2の ステップ6で 指定さ
れ た反復回数 だけ生成 され るランダム順列 に基づいたarrowの列 による演算子






手 続 き1の ス テ ップ2で 抽 出 され た 〆←r/2)個 の ポ ン ドに よ って 生 成
され た一 つ の グ ラ フをGと す る。 このグ ラ フGはp個 の独 立 な ク ラス ター
C1,C2t…,Cpから成 って いて、 それ ぞれ、a1,q2,…,9p本の ボ ン ドを持 って い
る とす る。 この時 、 クラス ターc`の 非零 トレー ス率 は
サ ンプル中 の非零 トレー スを与 え る もの の個 数(NZTR)
で あ る。た だ し、ViはarrOWに つ いて の重複度 も考慮 した時 の、 ク ラスターCi
にお け る非 零 トレー ス率で あ り、qiは クラス ターqで の ボ ン ドの総 数、g`」は
ク ラスターCiに 含 まれ て い る最近 接対 ボ ン ドら の本数 を表 す。
グ ラフ理 論 の定理[17,18】に よれ ば、 グ ラフGに つ いて の トレー ス に対 す
る重み γ は、 各独 立 なク ラスタ ーに対 す る部分 トレー スに対 す る重 み 妙`を用 い







ここに各qi(`=1,…,P)が2倍 されて い るの は・一本 のボ ン ドが2本 のarrow
に対応 して い るためで あ る。 求 め る トレ 一ースTは 、
T≡vx2s1M(4・4・4)
で与 え られ る。ただ し、Vは 上記 の通 りで あ り、.Mは(4.2.3)式で与 え られ る。
こ うして求 め た.M.個 の トレー ス値 の平均 を とった ものが、(4.1.1)式の展 開係
数 のMC値 を与 え る。具体 的 には、
馬=Nb「 ノ2・(M。個 の サ ンプル に対 す る(4・4・4)式に よる トレー ス値の和)1Ms
(4.4.5)




第3章 お よび第4章 にお いて、展開係数 を評価す るための方法 を詳 し く述
べた。しかしながら、 この方法で はNが 少 し大 き くなって も最初の数百項を評
価す ることで さえ大変な計算時間を要す る。そ こで、次の段階 として、rMよ り
小 さな γρ残 りの展開係数が内挿 によって評価 され る。展開係数 の対数(鋳 と
記す。)が 展開項の番号r(Xrと 記す。)の 単調関数 とな ることを経験 的に見
つ け出す ことができた。そこで、rM以 下の任意のrに 対 して展開係数 を評価す
るための内挿公式 として、有理関数
鋳=籍舞 馨 葺辛白≒留 ・ 御)
を仮定す ることにす る。 ただ し、 αo=1お よびm+n+1=Mで ある。M
個の定数 α1,…,βmは次の斉一次方程式 を数値的に解 くことにより決定 され る。
れ り
Σ β・・,、LΨ,、 Σ ・i・,、`=・,k=・,2,…,M・(5・L2)
`=Oi=O
とにか く、 この内挿公式 は大変強力であ る。なぜ ならば、僅か10個 にも満たな
い係数で、幾10万 もの内挿 された展 開係数を得 るのに十分であるか らであ る。
これ によって非常 に計算時間を節約す ることがで きる。 次節で は各模型 に対す
る内挿公式(5.1.1)の適用法 と実行上の留意点 について述べ ることにす る。一方、
展開項を計算 し、更 に熱力学的諸量 を評価す るとき、スピン・サイズNが 大きい
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系でしか もかな り低温 における状態を調ぺようとす ると、 コンピュータ・プログ
ラムにおける浮動小数点数 に対す るどの既存のデータ型 によっても表示で きない
ような大きな数が出て くる。第5.3節で は、その解決策を考案 したのでそれにつ
いて述べ ることにす る。
5.2展 開係数の内挿法
内挿 を行 う際、ハイゼ ンベル ク模型 とXY模 型 とでは細かい点で違いがあ
るので、両者を分けて扱 うことにす る。次の項5.2.1では、ハイゼ ンベルク模型
について述べ、第5.2.2項では、XY模 型 について述べることにす る。
5.2.1ハ イ ゼ ンペ ル ク 模 型 の た め の 内挿 法
ハイゼ ンベルク模型 に対 しては、1V=10,20および30に 対す る初項 から
数10項 までのすべての係数 五,を 計算 してlnZ,1Nをr!Nの関数 としてグ
ラフにプロッ トした曲線に、内挿式(5.1.1)を用いて得 られた曲線が正確 に当て
はまることが分かった【29,30】。D.に対 して も同様であった。そこで、内挿公式
(5。1.1)において、y,をlogAr1N(万,に対 して も同様 に、)に、 そ して、
x,をr!1Vに選んだ ときの ものを採用す ることにした。




および30×30の系 に対 して、rMa¢を、いろいろなTに 対 して調べてみた と
ころ、次の ような結果を得た。つま り、大雑把 に言って、rM。sはTが1よ り
大 きい温度領域ではNb!2τで・1よ り小 さな温度領域 に対 してはNb/τで与 え
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られ るとい うことであ る。 この事実 から、 τ噸よ り高い温度 における有限系の熱
力学 的諸 量の正確 な値をえるためには、rMは1協1デ よ り大 き くなるように選
ばれ なければならない。rMに 対す るもう一つのチェックは、ZrMが、 どの程度
にN+1(≡14。)(文献30のAppendix参照)に 近 い値になって いるかを調べ
ることであ る。一方、Alは 厳密値2N-1で与 えられ る。以上 か ら、A1お よ
びZ,Mは 、常 に内挿点 として含 められ る。残 りM-2個 の内挿点の取 り方 に
は、かな り任意性が ある。 しか しMを 大 きく取 りすぎると、内挿関数 が単調 と
はならずかえって具合が悪 くなるようである。経験的には、Mは7前 後が よい
ようであ る。 ところで、熱力学 的諸量を評価す る時、 丁の値が小 さ くなる、つ
ま り温度が下がるにつれて、 より高次の項が必要 になって くる。また、与 えられ
た7に よって分配 関数 に重要 な寄与 をす る項が変 わって くる。僅 か10個 足 ら
ずの内挿点 によって多 くは数10万 項 もの展開係数 を近似す るので あるか ら、全
温度 領域 に合 うような内挿点の取 り方 は難 しい。 したがって、T>1に 対す る
もの と、T<1に 対す るものの、2組 に分 けて 内挿 した方がよい。また、低温
領域まで正確な熱力学的諸量 を評価す るには、非常 に多 くの係数 を評価す る必要
があるので、得 られた係数 を保管するために多量の磁気ディスク領域 を必要 とす
る。 使用 され るディスク領城を節約す るためには、出力 ファイルは少な くとも
UNFORMATTEDで保管 した方が よい。
5.2.2XY模 型 のため の 内挿 法
XY模 型 に対 して も、前節 のハイゼンペル ク模型で得 た知識を生かして、展
開係数 の対数を展開項の番号の関数 とみて注意深 く調ぺてみ ると、次のような結
果が得 られ る【321。つま り・ 内挿点 として用いようとして いるい くつかの展開係
数 にお いて・logrrrをrの関数 として・プロッ トしてみると、単調 に増加 してい
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る こ とが分 か った。本 模 型 に対 して は、y,をlogdrに 、X,をrに 取 るこ とに
し、(5.1.1)式を、 次 の形 で用 い る こ とに した。っ ま り、
Y・i(≡1・gd;:,')=μ1㌘`3辮i詳甕+μ4,(i=O,1,…,・)(5・ …)
こ こで、ro=0に 取 れ ば、troは 厳密 値ao=2Nで 与 え られ るので、 モ ン
テ カル ロ法 で評 価 す るの は、dr、,…idr、の5つ の展 開係数 で よい。 しか しな
が ら、 内挿 デ ー タ として 採 取で き る もの は、 本 方法 で はr～N程 度 のdrま
で に限 られ て い る。 なぜ な らば、T>Nに 対 して は、ttrに零 の寄 与 をす るも
の が圧 倒 的 に多 くなって くるので 、合 理 的 な値 を得 るため に はす ぐに実行 不 可
能 な計算 量 を要 求 され る こ とに な る。 そ こでrMよ り高次 の展 開係 数 を求 め る
の に も内挿 で用 いた(5.2.1)式を形 式 的 に今 度 は引 き続 き外挿 式 として用 い る こ
とにす る。 外挿 値 の精度 を確 認 す るにはKatsuda【321による判 定法 を用 いれ
ば よい。 それ を簡 単 に説 明す る。 ハ ミル トニア ン π の絶対 値 最大 の固有 値 を
λMaxとす る。 この ときr→OQに 対 してTr{H「}→(λM。x)'とな る。 ま た、
a,≡(-11J)「Tr{H「}であ るか ら・a,/a,_2～(λMas!J)2を得 る。一方・τ→o
にお いてZ～exp← λMa¢!T)であ るか ら・(2.4.2)式よ りE～-AMasを 得
る。 これ と上述 の結果 か らEINJ～-a,ar_2!1vが 導 き出 せ る。 ところで、
(5.2.1)式にお いて、r》1の とき
y,～μlr十μ2(5。2.2)
とな る。 したが って、rが 十 分大 きな ところで は、
dr～eXI)(μ17十μ2)(5.2。3)
が、成 り立 つ。 これ に よってd,1a,_2～e2Piとな るか ら・EINJ～-ePi/Nを
得 る。 したが って、 一εμ:/Nの値が どれ だ け零 点エ ネル ギ ー に近 いか を判 定すれ
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ばよい。なぜならば、μ1は(5.2.1)式における未定係数であ り内挿 データによっ
てのみ与 えられ るものであるか らである。実際に内挿 を行 ってみると、 この判定
に合格す るには、内挿データの数値的精度 もさることなが ら、内挿点間の間隔の
取 り方に非常に敏感 に依存するのでかな りの注意が必要である。 この ことにっい
ては、今後続けて解析 してい く必要があ る。また、具体例 につ いて は第7章 を参
照いただきたい。
5.3展 開項 の計算
大 きなシステム・サイズに対 して非常 に高次の項 まで の内挿 された係数 を用
いれば、熟力学的諸量が比較的低 い温度までかな り正確 に評価 で きる。 熱力学
的諸量tt(2.4.1)から(2,4.6)まで の式 を用 いることによって得 られ る。正確な
量を得 るためには、 丁が低 くなれ ばなるほど、 よ り多 くの係数渉必要 となって
くる。 つま り、7が よ り大 き くなって くるのである。(2.2.3)式や(2.3.11)式に
見 られ る通 り・小 さなrで ・かつ大きなrに 対 して、a,T-・/r!の値は既存の
浮動小数点表示 によるデータ型では表せな くなって くる。 この困難 を克服す る
ために、次の ようなデータ型 のイ ンプリメンテーション 【41]を導入 し、文献31
の結果や第7章 結果 を得 る際 に用 いた。つま り、REAL型の変数(言 うなれば、
AM)が仮数のために用 い られ、エNTEGER型の変数(言 うなれば、AE)が 指数
のために用いられ る。零以外 は仮数 の最上位の桁の数字 は0で ないもの とし、小
数点はその仮数 の最左端 にあるものとして定義す る。 常用対数 を用 いてこの形
に変換す る際 の指数の超過分は指数部用の変数AEに 加 え られ る。 例 えば、数
295・1696・10171s'はAM←02951696,AE←17154とな る。 この型 によって、
10進浮動小数点数 として 一2,147,483,648から2,147,483,6487までの範囲の
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指数を もつ数が大抵 のマシーンで取 り扱 うことがで きるようになった。そのイ ン
プ リメンテーションをプログラムリス ト2と して付録 に掲載するので参照 いただ
きたh。 最近、 このイ ンプリメンテーションと類似 した方法がo.Portilho【42】




(3.1.1a)式で与えられるMC値Z]rは、サ ンプル回数が増 えるにつれて どの
ような収束性を示すのかを調べ るため に、N=30に 対 して、7f,を1>,の関数
としてい くつかをプロッ トした ものを、図6.1に示す。N,>5・106に対 して、
相対誤差 は0.2から0.5%程度であ る。熱力学的諸量 ほこのよ うな誤差 を含ん
だ多 くの項の和によって与えられているが、確率論 にしたがえば、熱力学的諸量
における相対誤差 は個 々の項の誤差 よ りはるかに小 さ くなる。図6.2は、第5
章 で述べた内挿法を用いて得 られ た内挿値 五,を用 いて、r1Nの 関数 としての
ln五,11vの値を示 してい る。 内挿点 として用 いた項Tが ・表6・1に掲 げられて
い る。 ただし、括弧内の数字はサンプル回数であ る。N=128の2つ の場合 に
対 して、ケース(a)は各熱力学的諸量 を計算す るのに用 いられ、ケース(b)は
後述の展開係数の極限値、零点エ ントロピーおよび零点エネルギーへの収束 性
をチェックす るためにのみ適用 され る。内挿値 五,の精度 は、モ ンテカル ロ法 に
よって直接評価 された.A,の精度 に匹敵す る。lnA,1NはNに よらず、r=o
で は値ln2をとり、零点エ ンFnピ ーに対応す る値ln(N+1)!1Vに近づ く。表
6.2は・r1N=100におけるArの 値 に加 えて・N=128に 対す るr!1vニ2000
におけるものの値 も与えている。 この表の値は与え られたスピン・サイズに対 し




























図6・21nA・/1vがN=10(一 ・一 ・一),20(一 一 一),30(…)
Pよ び128(一)に 対 してTINの 関数 として示 され て い る。






N 10 20 30
1 (exact)1 (ex㏄t) 1
」
(exact)
9 (106)10 (107)10 (107)
25 (106)50 (107)50 (107)
71 (106)150 (107)100 (107)
7 150 (107)300 (107)150 (107)
200 (lo7)500 (107)300 (107)
300 (107)1000 (106)500 (107)
500 (106)1500 (106)2001 (106)
2000 (106)3000(2・107) 6000 (106)
　
N 128(α) 128(b)
1 (ex㏄t) 1 (ex㏄t)
5 (106) 10 (106)
































はほど遠いけれ ども、僅 か5・103個のN、 であって もr=256,000では140.176
をえて いる。 この ことは本方法 を正当付 けるものであ る。さて、N=10に 対
す る厳密 な数値計算 によってえられた熱力学的諸量 【29】とわれ われの結果 とを
比較す ることに より本方法の正確 さを詳細 に調べ ることにしよう。表6.3は内
挿のために用い られ た展開係数Z,とDrの 値を示 している。兀 はr=200で
極限値A。。(=11)にほぼ収束 している。r≧300に対 して一寸小 さな値 になっ
ているのはモ ンテカル ロ法の統計的な誤差 によるものである。r=2000までの
展開項 を取 り込んで得 られた熱力学的諸量が表6.4にま とめられてい る。括弧
内の数字は厳密 な計算によって与 えられた値である。比熱を除 けば、厳密計算 と
極めて よい一致 を示 している。比熱 の一致がよくないのは、内部エネルギーの温
度徽分で与えられ る(2.4.3)式において桁落 ちをお こすためである。僅 か9個 の
展開係数 によって、 これ らの熱力学 的諸量が導 き出 され るこ とに再び注 目いた
だきたい。 この9個 の係数は、 よ り低 い温度に対 して一致 を よくす るよ うに選
ばれているので、kBTIJfV1.oより高い温度ではあま り一致 がよ くない。高温
側で一致をよくしようと思えぱ、 その ような展開係数 の取 り方 に改めれば よい。
表6.5は、1V=10,20および30とVPう、小 さめのスピン系 に対 して、零点エ
ン トロピー((1/N)ln(N+1))および零点エネル ギー(-o.5)にどれ位正確
に近づいているかを示 してい る。最後の欄は、熟力学的諸量を計算す る際に取 り
込 まれ た展開項の数を表 している。 これ は表6.2と共 に、関連 の温度 に対 して必
要 とされ る展開項の数 に関す る情報を与え る。エ ン トロピー、 内部エネルギー、
比熱お よび帯磁率の温度依存性が1V=10,20,30および128に対 して図6.3～
6.6に示 され る。特 に、N=128に 対 しては、 これ らの熱力学的諸量の数値が、
kBTIJ=1.ooからo.02までの温度 に対 して表6.6に示 されている。 これ らの
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表6.5異 なるスピン・サイズに対 して本方法 によってえられた最低温での
エ ン トロピー と内部エネルギーの値.











































































































































































































































































































































































図6.4N=10,20,30お よび128に 対す る内部 エ ネルギ ーの
温 度依 存 性。
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図6.6Nニ10,20,30お よび128に 対 す る 一h(k■TIJ)に関す る
ln(XokBTIIvμ2)の依存 性 。
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値 を計算 す るため に、表6.1に与 え られ て い るケ ー ス(a)の展 開項 をArお よび
万,の 内挿 に用 て、r=12,800まで の項 が表6.5に 示 され た通 りに取 り込 まれ
て い る。
更 に、帯磁 率 に対 しては、われ われ の値 と他 の研究 者 の もの との比 較 を与 え
る。表6.7において、われ われ の値 は、表6.6の結 果 を3桁 の有 効数字 に丸 めた も
ので あ り、Takahashi【36】の欄 の値 は文献36に お け る(3.27)式か ら再 計算 し、
最 後 の欄 にお ける値 は、Baker達の論文[34]の(3.9)式で与 え られ た 【4,5】pad6
近似 を用 いて再 計算 した もので あ る。 ところで、Baker達は、彼 らの級 数展 開 に
第21項 まで取 り込んで い るので、高温 で は正確 な値 を与 え る。 スビ ン波理詮 の基
礎に立って導 き出され たTakahasldの値 は、低温 になるほ ど、正確 にな る ことが、
期待 され る。 と ころで、 われ われ の値 は、温 度T≧o.2に 対 して は、Takaliashi
よ りBaker達との方 が よく一致 してvaるが、T<0.2に 対 して は、Takahashiと
の方が は るか に よく一致 して い る。この ことは、本方 法が、広範 な温 度範 囲 におい
て、如何 に数 値的 に正 確 な値 を導 き出す か とい うこ とを示 す もので あ る。τ<0.2
に対 して、Baker達の値 はわれ われ の もの よ り小 さ くな る。 この程 度 に温 度 が下
が る と、最 初 の22項 を取 り込ん だ この近似 で ほ、帯磁率 を過小評 価す る もの と思
われ る。 これ は後述 のべ キ乗 則x～T-'よ り明 らか とな る。 また、Chakravarty
とStein【25】の得 た1V=128に 対 す る帯 磁 率 は、kBT!J=1.O,0.6,0.4P
よび0.2に 対 して、 それ ぞれ1.896±O.004,2.328±O.007,2.841±0.010およ
び4.210±0.022であ っ た。 この結 果 も、 われ われ の値 とよ く合 う。 われ われ
は、kBT!」=0.02か ら0.10の温 度領域 で 、最小2乗 法 に よ り注 意深 く調 べ て
み た ら、N=128(a)に 対 して7=1.79を得 た。 この値 はBonnerとFisherに
よって え られ た外挿 値7=1・80に 匹敵 す る。LyHema【24]は、7=1.75を得 て
い る。Baker達は ツ=1。67を得 て い るが、 この値 は、 いず れ の値 よ りも低 い。
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●表6.7一 次元 スピン1!2等方的ハイゼ ンベルク強磁性系 における
帯磁率kBTXo/lvμ2の値 比較。













































































































表6.8各 システムサイズに対 して、rM+1個 の項 の中で、
分配関数Zに 最大の寄与 をす る項 λ,T-「!r!の指数r。
N
　

































●これが上で述べた温度の低 いところでは、われわれの値 とはずれて くることに関
連 している。 この欠陥 は、第21項 までの係数 を用 いた温度 の逆ベキの級数 を基
にしfepad6近似は、われわれの もの と比較 して高次の項 の効果を完全 には取 り
込んで いないという事実 によるものであろう。図6。6にPけ る、1V=128に対
する、xokBTIIvpa2のlog-logカーブを注意深 くみてみ ると・kBT/JAso・02
のあた りか ら徐 々に勾配が下がっている。 これ は有 限システム・サイズの効果の
現れ と思われ る。 この ことは、 システム・サイズを更 に増 して いくと極低温で は
指数が更 に大き くな り、2に 近づきそ うである【36】。 この ことを調べてみ ること
が、今後の課題 として残されてい る。
6.2二 次元正方格子強磁性体への応用
6.2。1本 方法 の有効 性 と正確性
熱力学 的諸量 に関す る結果を与 える前に、係数 馬 の評価 にお ける有効性 と
正確性 についてのい くつかの注意点を与え る。表6.8では、rM。¢(与えられ た
rに対す るa,T"「1r!((2.2.12)式参照)中 の最大値を与 え る項のr)が 二次
元系 に対 してまとめ られている。第2欄 は熱力学的諸量を評価す るために取 り
込まれた項 の数 を示す。例 えば、1V=10×10の系 に対 して、分配関数Zは 第
10,000項目までの項 を足す ことによって評価 された。そして 丁=1.0に対 して
はrMaxN178、r=0.05に対 しては ηMaxfV3999で最大値 を とる。勿論、
温度が下 がるにつれて最大値は広がってい き、だん だん多 くの項 が分配関数 に
寄与 し始 める。表6.8から、rM。xは大雑把 には、1.0より大 きlt・Tに対 して
はNb!2T・そして1・oより小 さな τに対 してはNb/Tで与えられ る。 この こと
は、 τ申以上 の温度範囲での有限系の熱力学的諸量 の正確 な値を得 るためには、
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対応 す るrMを 少 な く ともrMa¢(ニNb!T")に取 らな けれ ば な らな い。例 えば、
T申=O.01に対 して、rMaxは1V=10×10,20x20お よび30x30に 対 して、
それぞれ20,000,80,000tSよび180,000で与 え られ る。 これ らは、表6.8に与
え られ たrMと 比較 され るべ きで あ る。rMに つ いて の も う一つ のチ ェックは、
ZrMがN+1に 、 どれ 位近 い か を調 べ る ことに よって与 え られ る。表6.9-aの
欄(a)に示 した通 り、N=10×10,20×20お よび、30x30に 対 して、 それ
ぞれZlo,oooニ101.13,Zioo,ooo;413.9および 万200,000=988.36であ るこ とが
分 か る。 これ は シ ステ ム・サイ ズが大 き くな るにつれ て、rMは 使用 コ ンピュー
タの計 算時 間 の許 す範 囲 内で で き る限 り大 き く取 るべ きで あ る こ とを示 して い
る。幸 い、1V+1に 近 い値 を取 るZ,は 比較 的 少 な いサ ンプル 回数 で評価 で き
る。(表6.9参 照)
次の問題tt、内挿 に用 いられ る展 開係数Ar、,A,2,…tA,Mの整数rl,r2,_,
rMの 選 び方 に関す る こ とで あ る。先 ず最 初A1は2N-1で 厳密 に与 え られ る。
残 りの係数 は、7が 増加 す るにつ れて、 内挿 で得 られ た ん が単調 に減 少す る よ
うに注意 深 く選 ぷ必 要 が あ る。(5.1.1)式のyrが 単調 関数 とな らな い よ うな状
態 が生 じ易 くな るの は、 内挿 デ ー タ として10個 以上 の係数 を用 い た時 で あ る こ
とが数 値実 験 を通 じて分 か った。10個 足 らず の係数 で、全 温 度領 域 に対 す る熱
力 学的諸 量 の正 確 な値 を得 る こ とは難 しいので、 これ らの係数 を二組選 ん だ。一
つ は、1。0よ り高 いTに 対 す る温度 領域 に対 す るもの、 もう一つ は十 分低 温 に
対 す る もので あ る。表6.9-aおよびbに お いて、前 者 の場合 に対 して用 い られ た
デー タの組 に は白丸 印 をつ け、 後者 には黒 丸印 を付 けて あ る。 五,お よび 瓦 の
MC値 はサ ンプル 回数 の関数 として 五,が どの よ うな収束 性 を示 して い るかを調
べ るこ とに よって決 定 され る。 わ れ われ は、 発見 的 に次 の ことを見 つ けだ した。
P(σ,)のトレー スは、2k(σr)に等 しい。 た だ し、k(Or)は(2.2.11)式に
81
表6.9-aIV=10×10,20×20Pよ び30x30ス ピ ン系 に対 して内挿 に
用 い られ た λ,.(a),(b),(c)および(d)に つ いて は、本 文 参 照.
ち ょっ と低 めの温度 用 のデ ー タの組 に は、 白丸 印 をつ け、 かな り低 温 の もの




























































































































おける列 σ,内の独立 したサイクルの数である。(2.2.11)式と(2.2.13)式を用 い
れば・Arは(11N,「)Σσr2k(σ・)で与え られ る。 したがって、A,は まずrに
っれて急速に減少 し、 その後徐々に減少 して いく。結果 として、Ao=2Nか ら
A。。=N+1ま で変化す る。これは、7が 増すにつれて多 くの長さの短 い独立 し
たサイクルが一緒になって、 よ り長いサイクル をつ くることによるものである。
この状況は3つ のケースに分けられ る。つま り、r《1V,r～N,お よびr》1V
である。r《Nの ばあいには、独立 したサイクルのほ とんどが長 さの短 いもの
であ り、それ らの数 は大 きいので、 より長 いサイクルをつ くることは、 五,の急
速 な減少 を導 くことを生ぜ ざるをえない。他方、r》Nの 揚合 には、P(0,)は
少数の長 さの長 いサイクルからなってVPる。そして、関係式(2.2.10)のために、
それ以上長 いサイクル をつ くることを制限されてい る。r《Nとr》Nの こ
れ ら2つ の揚合 に対 して 瓦 の関数 としてのπ,は相対的 に小 さなサンプル回数
で収束す ることが分か る。 しかしながら、r～Nに 対 しては、沢山のサ ンプル
回数が要求 され る。 この場合には、 ア(σ,)は短い ものから長 いものまで、色 々
な長 さのサイクルからなっている。 したがって、独立 したサイクル の数 は、7【,
を評価す るとき、統計的に大き くゆらぎなが ら、ある ア(0,)から他 の ものへ と
変化す る。 このゆらぎによって生 じる熱力学的諸量 に期待 され る誤差 は、次のよ
うにして評価 され る。表6.9-aの(a)～(d)欄は、展開係数 の三組を表す。(a)
欄 にお ける値は、括弧内の数 の105倍で示 され るサンプル回数 によって得 られ
た ものである。そして、(b)欄と(c)欄は、それぞれ、サ ンプル回数の関数 とし
て見た ときの平均値の最低値 と最高値である。(d)欄は五,の値 についての相対
誤差の百分率 【1(b)一(c)11(α)1xlooを表す。brに 対 しては・表6・9-aと同様の
三組の値が表6.9-bに与 えられている。サ ンプル回数の関数 としてのArとDr
が2V=30×30に対 して、それぞれ図6.7-a～cにおいてr=40,300および
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表6.9-bN=10x10,20×20‡Sよ び30x30ス ピ ン系 に対 して内挿

































































































































200,000に対 して プロッ トされている。aで 示 した点 は、Nsの 最大回数で得 ら
れた値に対応 している。点bとcは 五,の初期 の部分を幾つか飛ばした時の、そ
れぞれ最低値 と最高値 に対応 している。内挿で用 いた展開係数の これ らの誤差が
最終的 な熱力学的諸量 にどのように伝播 してい くかを調ぺ るために、帯磁率が、
表6。9-aカよびbに おける三組のA,とDrを 用 いて評価 され る。 この値は、表
6.10-a～cのそれぞれの欄(a)～(c)で与 えられ る。 それ らを評価す るために、
N=10×10の揚合 には、表6.9-aとbで与 えられ たすべての第r項 の係数が
用いられ る。他方、1V=20×20および30×30に対 しては、白丸印の第r項 の
係数が用 いられ る。A,とDrに み られ る大 きな誤差(最 悪の場合 には、675%
もの値の差 を持つ(表6.9-bのN=30×30ee合も参照))に もかかわらず、帯





熱力学的諸量 の結果は、次の 五,および 万,を用いて得 られた。すべての系
において、厳密な係数.A1は内挿 データとして用 いられた。N=10×10に対 し
ては、表6.9-aおよびbvatsける(a)欄の全部 の係数PtAlと合 わせて用 いら
れた。他方、1V=20×20および30×30に対 しては黒丸印のrが 用いられた。
さて、熱力学 的諸量 を詳細 に調ぺ よう。 まず最初、エ ントロピーを表6.11
に示す。温度が零 に近づ くにつれて零点エ ン トロピー(11N)h(N+1)に近づ


















図6.7-a2V=30×30に 対 す るT=40の 時 の サ ンプル 回数
N、の関数 として の平均 値 π,お よび 万。。


















図6.7-bNニ30x30に 対す るrニ300に つ いての もので あ る
































図6.7-cN=30x30に 対 す るr=200 ,000につ いての もので あ る以 外 は図
6.7-aと同 じで あ る。
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表6.10-a1>=10x10ス ビ ンに対 す る帯磁 率 の値 の数値 例。
表6.g.aおよびbで 与 え られ た内挿 デ ー タに対 応 した結果 で あ る。














































































































































































































































しかし、 このことをもっと明らかにす るために、 より高次の展開係数を取 り込ん
だ量を評価す る必要がある。図6.8では、エン トロピーが、還算温度 丁←kBT!J)
の関数 としてプロットされて いる。第2に 、内部エネル ギーのわれわれの結果が
表6.12に示されている。この表 から、われわれの値が、考察 された系すべて に対
して、零点エネルギー 。1.0に如何に近 いかが分かるであろう。図6.9では、その
結果が τの関数 としてプロットされている。第3に 、比熱の結果が τ=10～0.01
に対 して表6.13に示 されてPり 、図6.10にTの関数 として プロッ トされてい
る。表6.13の最後の欄 の値はBaker達によって級数展 開を用 いて導 き出された
もので ある。級数は最初の9項 の係数を含んでいるので、その結果 は高温 に対
してのみ妥当であ る。彼 らの結果 と比較す ると、T>4.0に対 しては、彼 らの値
はN=10x10の われわれの値 と申 し分ない一致を与え るが、Tく4.0に対 し
ては彼 らの値 はわれわれの ものか らずれて きて、T=1.0で は物理的 には許 さ
れない負号 に変わってしま う。 これ に対比して、展開係数を十分取 り込んで得 ら
れたわれわれの値 は、十分低温に対 して も有効であ るもの と確信している。最後
に帯磁率が表6.14に示され、図6.11にTの関数 としてプロッ トされ る。最後
の欄 の値はBaker達【35】によって与 えられた10項 までの級数展開を用 いたも
のを再計算 した ものである。彼 らの値 とサイズ10x10のわれわれの値 との問の
一致は2.0以上の高い温度では有効数字3桁 とすば らしくよVP。サイズ30×30
の両者間の一致 は同じ温度範囲で大体良 い。他方、 サイズ20x20の われわれ
のものは、 この温度範囲において、他の もの と比べて妙な振 る舞いを示す。しか
しなが ら、表6.1e-bの欄(a)の値は2.0より高い温度 に対 してBaker達の もの
と良い一致を示す。 この主な理 由は、表6.9bにおいて、 五400と】残ooが内挿
データ として用 いられて いるかいないか ということにある。この状況は関連の温
度範囲に対 して帯磁率の正確な値を出す には、言い替えれば、r～400に対す る
90













































































































































表6.11N=10×10,20×20お よび30×30ス ビンに対す るエ ン トロピー
s/NkBの値。

































































































































図6.81V=10x10(一),20×20(一 一 一)お よび30×30
(一 ・一 ・一)に 対 す るエ ン トロ ピー の温度 依 存性 。
曲線 を指 定 す る線種 は以 下 の図 に お いて も同様 に用 い る。
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図6.9N=10×10,20×20お よび30×30に 対す る
内部 エ ネル ギー の温 度依 存 性。
94
表6.13N=10×10,20x20taよ び30x30に 対 す る比 熱oH/NkB
の値。 右 端 の欄 はBaker達 【35]の値 を示す 。
































































































































図6.10N=10×10,20×20お よび30×30に 対す る
比 熱 の温度依 存 性。
96
表6.14N=10×10,20×20お よび30x30に 対す る帯磁 率kBTxo1Npa2
の値。 右端 の値 はBaker達[351の値 を示す。























































































































































































































図6.11N=10×10,20×20お よび30x30に 対 す る
帯 磁率 の温 度依 存性 。
Baker達の結果[35】(一一 一 一)も ま た示 され る。
98
内挿を よくす るには、r～400に 対す るArが 内挿点のメンバ ー とな るには、
もっと数値的に正 確 に評価 されなければな らない。表6.14の値を評価す るに
は、より低 い温度 に適 した兀rとVrを 選ぶ ことにある。したがって、図6.11で
はサイズ20×20に対 して表6.10-bの(a)欄の帯磁率の値がブロットされ た。
丁=2.0～0.6に対 しては、Baker達の値は、われわれのN=10×10お よび
20×20に対す るもの との中間 に くる。T=O.5より下が ると急に減少する。 ま
たTakahashiは最近の論文【431において、N=10×10に 対 しては、低温にお
いて彼の結果 とわれわれのもの との一致がよいことを示 している。しかしながら
20×20および30x30の系に対 してはそれほどよくはなかった。 これ は一つに





第4章 でXY模 型のための トレースの評価法 を詳 しく述べ、第5章 の第5.3
節で この模型のための内挿法 について述ぺ た。 この方法で は第4章 の 第4.3節
の手続 き2が もっとも計算時間を要す るし、 また展開係数 の精度に もっとも影響
を与 えるものであ る。 ここに与 える結果は、内挿公式(5.2.1)で用 いる展開係数
を評価す るのに、サ ンプル数 をM、=100(ただ し、N=128の 時のr=150
に対 してはM,=50を 用 いた。)に取 ったものである。 そのデータを表7.1に
示す。サンプル数100とは、一見少なす ぎるように思えるか もしれないが、第
4章で述べた通 り・偏 りのあるサ ンプリング法(つ ま り・r12個 のポ ン ドを無
作為抽出を行 うことで条件1を 満たさない大多数の零 トレースを与え るサ ンプ
ルを除外す る方法)を 採用 していることと、(2.2.15)式か ら分か るよ うに一個
のサ ンプルか ら2「個の トレース値についての統計量を得 ることがで きることよ
り、展開係数の トレースへのサンブルー個あた りの寄与の度合 いが大きいので こ
の程度 のM、 で も意義のある結果がえられ る。 しか しなが ら、 もっ と質を向上
す るには今少 しサ ンプル数を上 げたほ うがよいか もしれない。 ところでr～N
より大 きくなって くると、急に長 さの長いクラスターが増 え始めて くるので条件
2を満 たす ものが激減 して くる。 これは、前節で述ぺたハイゼ ンベル ク模型の と
きと類似 している。異なるのは、XY模 型ではrが 大 き くなる と少 ないサンプ
100
ル数で トレースが評価できるということがなくむ しろ正反対で ある。本方法で許
され るのは、せ いぜ いr～Nあ た りまで の展開項のMC値 を得 ることで ある。
この理由か ら表7.1に示されている各展開項が選 ばれた。
ここで2つ の数値実験 を行 ってみた。一つは1V=32の 系に対 して内挿点
を ケース(a)r=O,4,8,16,20,30、ケース(b)r=0,4,8,16,24,34
およびケース(c)r=O,4,8,16,20,34の3通りに選 び内挿点の取 り方に
よって熱力学的諸量の精度 にどのように利 いて くるかを調べてみた。 もう一一つは
N=128の系 に対 して取 り込 まれた展開項 の項数 によって熱力学的諸量が どの
よ うに正確 に評価で きるか とい うことを調べてみた。まず前者 についてみてみよ
う。この3ケ ースにおいて低次の4項 、つま りr=0,4,8,16、は展開係数の
MC値 が比較的正確 に(r=Oに 対 しては厳密に)求 め られるので共通 して用 い
ることにし、r>16の 残 りの2内 挿点に対して上述の通 りに選んだ。 この とき
第5章 の第5.2.2節で述べ た判定法 を行 ってみ ると、ケース(a),(b)および(c)
に対 してそれぞれ μ1=1.3055,EINJ=-o.631;μ1=1.3043,E/NJ=-o・629
および μ1=1.2869,EINJ=-o.605なる結果を得た。ケース(a)および(b)は
Katsura【37】による厳密 な零点エネルギー値 一〇.6366…にかな り近い値を与 え
ているが、 ケース(c)は両者 に比 して厳密値 との一致がよ くない。ケース(c)の
内挿点の取 り方が悪 いのはr=34に 対す る展開係数の精度が悪いためであると
は、一概 にはいえない。なぜな らば、ケース(b)において同一の ものを用いてよ
い結果 を得て いるか らで ある。 ただケ ・ー一ス(b)とケース(c)において異 なるこ
とはr=16と34の 間に24か20が 来ているところだけである。 したがって、
この20が16に 近すぎ ることがケース(c)を悪 くした原因 と解釈で きる。 この
ように内挿点の選び方には注意が必要である。内挿点の選び方による熱力学的諸
量への効果 を示すため に、図7.1～7.3を与 える。いずれ の図において も、
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表7.1N=32お よび128スピン系 に対 して
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kBTIJ
図7.1N=32に 対 して、(a)r=0,4,8,16,20,30;(b)r=0,4,8,
16,24,34および(c)r=0,4,8,16,20,34を内挿点 として得 られ た展 開係 数
を用 いて得 られ た 内部 エ ネル ギ ーの温度 依存 性。 た だし・(a)は(一)・(b)は
(一 一 一)、 お よび(c)は(一 一 一)で 示 した。曲 線 を指 定 して い る線種 は
以 下 の図 にお いて も同様 に用 い る。 この グ ラフで は一致 が よいた め(a)と(b)















































つ ぎに、級数展 開の打 ち切 り誤差 に関す る問題 を考 えよ う。図7.4～7.6
に1V=128の系 に対 してそれぞれ(a)r=0～150、(1))r=0～500、(c)
r=O～1,000および(d)r=0～20,000の展開項 を取 り込んだ ときの内部エ
ネルギー、比熱 および帯磁 率を τの関数 として プロッ トされている。今の例で
は、150項までで打 ち切るとr>1.2、500項までで打ち切 ると7>0.45および
1,000項ま.でで打 ち切 ると τ>0.2の温度範囲までは有限サイズ効果 の範囲内で
正確な値を得 ることができることが これ らの図か ら読み取れ る。それ より低 い温
度では急に精度が悪 くな り項数の不足の影響が顕著 になる。2万 項 まで取 り込 む
とかな り低温まで正確 な値が得 られることが分かる。 この ことは幾10万 もの展
開項を必要 とするハイゼ ンベルク模型 に対 して適用 した方法 とは対照的であ る。
7.2熱 力学的諸量の評価
さて、本方法を用 いてN=32お よび128の系に対 してそれぞtl,10,000項
および20,000項の展開係数を取 り込んで得 られた熱力学的諸量の結果をKatsura
[37]による厳密値 と対比 しながら調べてみ よう。各図において、破線はN=32
の系、一点破線はN=128の 系 における熱力学的関数 のカーブで あ り、実線 は
Katura【371の厳密 なカーブを表 している。ただし、1V=32の系に対す るデー
タは前節のケース(a)のものを用h、N=128の 系に対 してはケース(d)のも



















図7.5N=128に 対する比熱の温度依存性で ある以外は図7.4に同 じ。
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kBTX。!NI・12
図7.6N=128に 対す る帯磁率の温度依存性である以外は図7,4に同 じ。
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[37】の(3.2)式を用 い た再 計 算値 で あ る。 図7.7に はrの 関数 と して 内部 エ
ネル ギー が プ ロッ トされ て い る。 シ ス テ ム・サ イ ズの 依 存 性 を考 慮 すれ ば厳 密
値 とか な りよい一 致 を示 して い る と言 え る。N=128の 系 に お 》・てT≦0.2
で零 点 エ ネル ギー 値 よ り低 くな って い るの はr=150に 対 す る展 開 係数 のM
C値 が 統 計 誤差 に よ り今 少 し精 度 が足 りな い性 と思 われ る。 ま た、Homlna,
Matsudaおよびogita達 【441の得 たN=128に 対 す る内部 エ ネ ル ギー の値
は、 τ=3.O,2.0,1.O,0.8,0.6,0.4,0.2および 1に対 して それ ぞれ0.301±
0.003,0.407±0.003,0.562±0.002,0.589土0.004,0.597±0.002,0.556±
0.006,0.508±0.008および0.509±0.005であった。 そ して またChakravartyと
Stein【25】に よる結 果 はτ ・3.0,2.0,1.0および0.7に 対 して それ ぞれ0.299±
0.002,0.402±0.003,0.558±0.001および0.590土0.010であ った。 いずれ
も、T>0.6に 帥 て 磁 離 とよ く合 って い る。Homma達 の結 果 はT<0.6
にお いて は過小 評価 にな って い る。 しか しなが ら、彼 らのN=1024の 系 に対
す る結果で は τ≧0.2の温度 範囲で 厳密 値 とよ い一致 を示 して い る。 つ ぎに、表
7.3に比 熱 に対 す る結 果 が与 え られ てhる 。右端 の欄 はKatsura[37】の(3.3)式
に よる再計 算値で あ る。 図7.8に はTの 関数 として比熱 が プ ロ ッ トされて い る。
ChakuravartyiOよびSteinの得 た比 熱 の値 はT=3.O,2.0,1.0および0.7に 対 し
て それ ぞれ0.166±0.002,0.265±0.004,0.305±0.028および0. 33±0.010で
あ った。 ζれ は厳密 値 とよい一 致 を示 して いる。われ われ の楊 合 は以前 に も述 ぺ
た とお り、(2.4.3)式に よって 評価 す るの で数 値 的 に桁落 ちを生 じ るので 精 度 が
極 めて悪 くな る。 しか し定 性的 には十分 よい傾向 を示 して い る。 最後 に、 表7.4
に帯 磁 率 の結果 を示 す。右 端 の欄 の値ttKatsura【37】の(3.6)式に よる再 計 算
値で あ る。図7.9に はアの 関数 として帯磁 率 が プ ロッ トして あ る。T>0 .2にP
いて、 厳密 値 と大雑把 には一致 してい る。N=128の 系 にお け る帯磁 率 の値 は、
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図7.71>=32(一 一一一一一)、N=128(一 一 一)に 対 す る内部 エ ネル
ギ ーの温度依 存 性。Katsura【37]の厳 密式 に よるカー ブ(一)も 示 して
おい た。 曲線 を指 定 して い る線種 は以 下 の図 にお いて も同様 に用 い る。
Homma達 【441の結果(O)お よびChakravarty達[25】の結 果(口)も
















図7.8比 熱 の温 度依 存 性で あ る以外 は図7.7に 同 じ。




















図7.9帯 磁率の温度依存性である以外 は図7。7に同 じ。
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更 に低温7=0,05,0.04,0.03にお いて それぞれ1,55・10-4(1.05・10-6),7.77・
10-6(1・02・10-8),5.27・10-8(4、51・10-12)であった。 た だ し、 括弧 内 の数 値
はKatsura[37]による帯磁 率 の厳密 値 に よる もので あ る。 これ らの値 はTが 下
が るにつれて厳密 値 のオー ダーを忠実 に追従 してい る。 これ は有 限サ イズ効果 の
現 れで、1Vを 更 に大 き く とれ ば もっ と厳 密 値 に近づ く筈で あ る。 ハイゼ ンベル
ク模型 に用 い た方法で はこの よ うな温度領域 の物理量 を調 ぺ るには幾十万項 もの
展 開項 を要 したが、今 回 は1～2万 項 で よい よ うで あ る。 第4章 で紹介 し た こ
の方法 はハ イゼ ンベル ク模型 に も適用で きるので低 温 にお ける物理状態 を調 ぺ る
の に この利 点 を生 か してみ る必要 が あ りそ うで あ る。



















































































































































第8章 まとめ と 今後の指針
この10年来モ ンテカル ロ法を用 いた量子スピン系をシミュレー トす る多 く
の研究がなされてきている。自由度が大 きく、非可換な演算子 をもつ量子系 にお
いて、モ ンテカル ロ法ほ強力な手段である。特 にわが国の研究者によって、量子
スピン系のための代表的なアブローチが開発 されてきた。その一つにSuzuki【451
による、Trotter公式【46】を一般化 してd次 元量子系をd+1次 元古典系 に変換
する方法勘 る。そしてまた、Homma,Matsudaおよび09ita達[47]KXる、
Metropolis達【28】の方法の直接的な拡張 とみられ るDeco叩ledCe皿Methodが
あ る。量子 スビン系のモンテカルロ法には大別 して2つ のカテゴリーがある。一
っは量子系を古典系の問題 に変換 して扱 うや り方であ り、上 述の2方 法が そうで
あ る。 もう一つtt、Handscomb【20】が提案した高温展開法 に基づ きそのまま量
子系 として扱 うや り方である。本方法 は、後者 に属す るが、Metropolisの方法
は用いていない点で、全 く新 しいアプローチであ る。従来 から、高温展 開法は厳
密解 についで正確 に熱力学的諸量、転移温度お よびcriticalexponentなどを与
えて くれ ることが知 られて いる。しか しながら20次を越える高次の展開係数 を
求めることは困難であ るし、また不可能で もある。 ところが温度が下がれば下が
るほどより多 くの展開係数を取 り込まなければ正確な物理量 を与 えて くれない。




をモンテカル ロ法によって評価す ることにした。この考えは、第6章 および第7
章の数値例 からも見て も正当なもので ある。 これ も、ただ展開係数 をモンテカル
ロ法で評価できただけで は実現 しない。なぜなら、幾10万 もの展開係数をすべ
て直接 に求めることなど不可能である。 ところが、第5章 で詳説した強力な有理
関数型 内挿公式の導入 により僅か10個 にも満たない内挿データ としての展開係
数のみを評価することにより上述の幾10万 もの展開係数 を一気 に求め ることが
で きるようになった。
ハイゼ ンベルク模型 にお ける展開係数 のモ ンテカル ロ・サ ンプリングについ
てま とめてみると、展開項7がrニ0お よびr=1に 対 しては展開係数 の厳
密な値が得 られるし、内挿 データ として一番高次の項rMは 厳密値A。。ニN+1
に近 い値 を与 える展開係数 瓦Mを 選べばよかった。残 りの内挿デt・・一タの選 び方
には任意性があるが、特 にr～Nの あた りの展開係数 を内挿データ として取 り
込む ときには注意深 くしなければな らない。 この ことは、第6章 の第6.2.1項
で述ぺたように長短繊 り混ぜたさまざまなサイクルを含んでいるため トレース値
2k(σ・)rc大きなバ ラツキが生 じて統計誤差が大 きくなる性であ る。幸 いにも、展
開係数の精度がそれほどよくな くて も熱力学的諸量の精度 にはあま り敏感 には利
いて こないという好都合 な事実がある。この ことが本方法を有用な ものにしてい
る主たる理 由であ る。
一方XY模 型 における展開係数のモ ンテカル ロ・サ ンプリングについては、
まずr=0に 対す る厳密 な展開係数値は必ず内挿点に加 えることとし、残 りの
5内挿点はrPtNよ りあま り大きくならない範囲で選ぶ ことにした。なぜなら
ば、T>Nに 対す る展開項の評価 には法外 なサ ンプル数が要求されて しま うか
らである。 しか し、 このよ うな内挿点ではT>1.0の温度 範囲にお ける熱力学
的諸量 しか正確な値が得 られないことが数値結果から分かった。そ こで内挿公式
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をそのまま外挿式 として用 いることにした。 この妥当性はKatsuda【321の判定
法によ りrが 十分大 きな項 に対す る展開係数の値 に対 しては言 える。内挿点の
中で一番大 きなrに 対 す る展 開項か らこの展 開係数の極限値 までの中間の値の
外挿値の精度 についてはいろいろなス ピン・サイズの系に対 して注意深 く調べ る
必要があ り目下進行 申で ある【51】。 この方法で は、第4章 の第4.2節で述べた非
零 トレース率 の算定がコンピュータにおいて最 も計算時間を要す るもので ある。
N=32お よび128の系 に対 して は、併せて120～130種類程度の独立 したク
ラスタに対 して上述の トレース率 を算定すればすぺての内挿点用の展開係数のM
C値が評価で きた。
つ ぎに、熱力学的諸量 につ いてま とめてみ よう。まず、ハイゼ ンペルク模型
の一次元系 につ いてであるが、数値計算 として は厳密であるN=10に 対 する
BonnerとFisher【33】の結果 と比較 し、帯磁率指数を含 めたあ らゆる量 において
十分な一致 をみ ることができ本方法 の有用性が確認できた。 ところが有限系 しか
扱えないので更に幾通 りかの系について調ぺ る必要があ るので、N=10,20,30
および128の系について も調ぺてみた。 その結果N=128の 系 に対 して温度
丁=0.2を境 として高温側では高温展開法によるBaker達【34】の値 と、また低
温側で はスピン波理論 に基づ くTakahashi[361の値 と第6章 の第6.1節で示 し
た とお りの よい一致 を示 した。 この ことは、本方法がかな り広範囲の温度領域 に
おいて有効であることを示す ものである。二次元系 において も第6.2節で示 さ
れた通 り一応満足のい く結果 はえられてい るが、二次元強磁性系は、一次元系以
上に系の有 限性が利 いて くるようで ある 【431ので更 に大 きな系を扱 う必要があ
るが、安定 した数値解 を得 るのにも先 に述べたr～Nあ た りの展開係数の精度
よい評価が不可欠の ようである。また系 において零点エ ン トロピーや零点エ ネ
ル ギーの厳密値 は分かってい るので低温部での収束性をチェックす ることがで き
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る。一次元XY強 磁性系で は、Katsura【37】の厳密解が存在す るので比較 してみ
た。第7章 で示 したように γ>0.5における熱力学的諸量は概 ね一致 している
と言える。更に精度を増す ことは今後 に残 された問題である。
さて,今後 の課題 について考えてみ よう。今回 はスピン112のハイゼ ンベ
ルク模型 とXY模 型 に対 して分配関数を直接評価す る方法について詳説 したが、
恐 らくイジング模型 にも容易に適用で きるもの と思われ る。そ こで、Onsager
[48】によって厳密解の与 えられている二次元正方格子 に対 して本方法を適用 した
い。相転移を生 じしか も厳密解の存在するこの模型 と対比す ることによ り、転移
温度 およびcriticaユexpo皿entの推定法や有限サイズ効果の取扱い方な ど本方法
のよ り的確な利用法 を確立 したい。 その上で二次元正方格子ハ イゼ ンベル ク強
磁性体 に適用 して、Takahashi【431によって指摘されたサイズ効果 を確認 しなが
らStanleyとKaplan【491の予想 した転移の存否 を再度確認 したい。勿論、第
4章で述ぺた方法を更に正方絡子におけるXY模 型に拡張 し、古典系で は生 じる
KosterlitzfOよびThouless[50】に よって示 された相転移が量子系 においては存
在す るのか調ぺ るための数値実験を行 いたい。その他反強磁性体の系 にも適用で
きるように改良することも計画 している。また・スビン112以外の系 にも適用
で きるように改良 したい。 とにか く、本方法の更 に確実 な利用法を確立す るとと
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高 温 級 数 展 開 法 を 用 い た 研 究 結 果 に つ い て は 文 献7お よ び10のReference





















































































































































































































































































































(仮 称)(準 備 中)
以上の論文の中*印 を付 した ものをま とめて本論文 と致 しました。
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